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Introduction 


Introduction à la deuxième édition 


La première édition de cet ouvrage correspondait à la réalité d’un cours 
d’analyse en troisième année de licence, laquelle avec, entre autres, son faible 
volume horaire, avait entraîné des limitations par rapport à une conception 
idéale d’un tel livre. 

Cette édition intègre quelques thèmes initialement délaissés ou réduits, 
par exemple, les théorèmes de Tietze, Stone-Weierstratë, de métrisabilité 
d’Urysohn, de Sierpinski sur l’espace de Baire. Le théorème de Hahn-Banach, 
originellement présenté dans le cadre normé, est formulé désormais dans 
celui des semi-normes, permettant d’en déduire des théorèmes de séparation 
pour les parties convexes et non plus seulement pour les parties linéaires. La 
compactification de Cech-Stone intègre l’annexe sur les espaces topologiques 
compacts. Deux nouvelles annexes traitent la métrisation des espaces topo¬ 
logiques et les espaces duaux des espaces fonctionnels. J’espère qu’ainsi la 
nouvelle édition deviendra plus complète et épanouie. 

Le livre est conçu de telle sorte qu’on puisse le lire à plusieurs niveaux 
d’avancement. Le lecteur s’intéressant principalement aux espaces métriques 
peut omettre le chapitre III sur les espaces topologiques sans affecter la 
compréhension des aspects métriques de l’ouvrage. Je cherchais à rendre les 
plus simples que je pouvais les sections initiales de tous les chapitres, afin de 
faciliter une première lecture au niveau plus élémentaire. D’autres sections 
et surtout les annexes permettent un abord plus approfondi. 

Aux professeurs Gabriele H. Greco, Frédéric Mynard, Jerry Vaughan, 
qui m’avaient déjà prodigué leurs suggestions sur la première édition, s’est 
joint cette fois le professeur Ahmed Bouziad (Université de Rouen). Je leur 
exprime ma reconnaissance pour leurs précieux conseils. Je sais gré au profes¬ 
seur Jerzy Dydak (University of Tennessee, Knoxville) pour des élucidations 
concernant l’usage des partitions dans la théorie de métrisation. 

Je suis reconnaissant à mon collègue Jérôme Laurens qui a continué à 
m’épauler face à des subtilités informatiques liées à la mise en page. 

Je remercie mon ancien étudiant Yann Petot, agrégé de mathématiques, 
pour la minutieuse relecture de certaines parties nouvelles de cette édition. 

La plupart des exercices sont corrigés à la fin de ce volume. 
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Des erreurs décelées dans la première édition ont été corrigées et des 
imperfections redressées. Mais d’autres vont inéluctablement ressurgir. Je 
serais donc reconnaissant pour tout signalement d’éventuels défauts à l’adresse 

doleckiOu-bourgogne.fr 

Un possible errata paraîtrait au 

http://dolecki.perso.math.cnrs.fr 

Dijon, juin 2013 Szymon Dolecki 

Introduction à la première édition 

Ce livre a émergé autour du cours Analyse Fondamentale que j’enseigne 
en troisième année de Licence de Mathématiques à l’Université de Bour¬ 
gogne depuis 2009/2010. Son programme se résume ainsi : espaces métriques 
et normés. Les notions topologiques y sont traitées essentiellement dans le 
contexte des espaces métriques. Cependant, afin de donner une perspective 
nécessaire à la compréhension des concepts métriques et topologiques, il faut 
dépasser le cadre des espaces métriques. C’est pourquoi on étudie les espaces 
topologiques généraux en soulignant les phénomènes nouveaux par rapport 
aux espaces topologiques métrisables. 

On commence en esquissant la théorie des ensembles, dont on utilisera 
les concepts de relation et de cardinalité. On procède ensuite à partir d’une 
unique abstraction qui nous transporte du cadre des espaces euclidiens, 
familiers aux étudiants de la Licence 2, dans le domaine des espaces mé¬ 
triques, dont on étudie des classes principales (espaces séparables, compacts, 
complets et connexes), en découvrant des espaces universels W, dont tout 
espace métrique (respectivement, métrique séparable) est un sous-espace, 
ou d’autres, dont tout compact est une image continue. L’abstraction de la 
structure vectorielle, permet d’étudier les espaces métriques avec beaucoup 
plus d’aisance qu’avec les contraintes supplémentaires d’une autre structure. 

On étudie ensuite les espaces vectoriels avant de les munir des métriques 
compatibles avec leur structure vectorielle (espaces normés) et d’y ajouter 
la complétude (espaces de Banach), en profitant des acquis de l’étude des 
espaces métriques complets. On se focalise enfin sur la classe des espaces 
munis de produit scalaire qui les rendent complets (espaces de Hilbert), où la 
notion d’orthogonalité nous approche de nos intuitions initiales des espaces 
euclidiens, en concluant à l’universalité (parmi les espaces de Hilbert) de 
l’espace des fonctions carré-sommables. 

On a ici un exemple typique de la démarche mathématique. La notion 
d’espace métrique est abstraite. On étudie ses propriétés. Les espaces normés 
forment une classe particulière des espaces métriques. Ils seront examinés par 
la suite. À la fin de cette étude, on caractérisera les espaces métriques comme 

1. L’espace des fonctions continues avec la norme supremum, le cube de Hilbert et le 
cube de Cantor. 
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des sous-espaces des espaces normés (de fonctions continues avec la norme 
sup). 

Je voudrais remercier les professeurs Gabriele H. Greco (Università di 
Tïento), Frédéric Mynard (Georgia Southern University, Statesboro) et Jerry 
Vaughan (University of North Carolina, Greensboro) pour leurs précieuses 
suggestions qui ont contribué à l’amélioration de cet ouvrage. Je remercie 
également mon collègue Jérôme Laurens, Maître de Conférences à l’Univer- 
sité de Bourgogne, qui, grâce à son savoir informatique, a pu affiner la mise 
en page. Je suis reconnaissant à Monsieur Yann Petot, étudiant de l’Uni- 
versité de Bourgogne, qui a eu la gentillesse de relire le manuscrit et de me 
signaler des erreurs de frappe et d’autres imperfections. 

Avertissement 

Des observations historiques accompagnent le discours mathématique 
sans aucune prétention d’exhaustivité. Quelques photographies contribue¬ 
raient à révéler un peu d’aspect humain de la création mathématique. 

Les photographies ont été importées de l’Internet dans la conviction 
qu’elles soient du domaine public, pour la plupart du site du MacTutor His- 
tory of Mathematics Archive de John O’Connor et Edmund F. Robertson de 
la University of St. Andrews en Écosse : 

http://www-history.mcs .st-and.ac.uk/index.html 

La photographie de Stefan Banach a été reproduite avec la permission 
des éditeurs de Stefan Banach - Remarkable life, Brilliant mathematics , E. 
Jakimowicz et A. Miranowicz, éditeurs, Gdansk University Press and Adam 
Mickiewicz University Press, 2007. 

Les deux annexes, dépassant le programme, peuvent apporter une pers¬ 
pective plus ample à un lecteur curieux en l’introduisant à la topologie gé¬ 
nérale et à la théorie des ensembles. 

(1) Parmi les exercices suivant chaque chapitre il y a ceux correspondant 
à un minimum indispensable des connaissances. Ils seront indiqués 
par (★). Naturellement certains d’entre eux ne sont que des refor¬ 
mulations des propositions ou des exemples de ce chapitre. 

(2) On donne les corrigés de quelques exercices (peut-être un peu plus 
difficiles) en bas de page. Quelques exercices plus difficiles sont in¬ 
diqués par ( !). 

(3) Certaines propositions formulées pour les espaces métriques, mais 
valables aussi pour les espaces topologiques, sont marquées (top). 
Il s’ensuit que l’on peut donner une démonstration alternative en 
termes purement topologiques. Pour souligner qu’un fait n’est pas 
vrai dans le cadre topologique général, on le marque avec (metr). 

(4) Le matériel des annexes est hors programme. 


Dijon, octobre 2010 


Szymon Dolecki 
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Quelques règles et conventions 

Définitions. L’expression a := /3 signifie que a est défini par (3. 

Abréviations. Afin d’éviter une multiplicité de parenthèses dans des 
formules, nous en omettons certaines suivant quelques règles de priorité : 

(1) opérations notées en exposant, 

(2) opérateurs qui précédent, 

(3) opérations ensemblistes. 

Par exemple, 

cl A ns : =(ciA)ns, 
cl A c : = cl (A c ), 
c\A c nB : = (cl(A c )) H B. 

Numérotation. Les formules sont numérotées chapitre par chapitre 
sans référence à la section, par exemple, (VII.3) est la troisième formule 
numérotée du septième chapitre et (B.8) est la huitième formule numérotée 
de l’annexe B. 

Il existe également des formules étiquetées, par exemple, (i), (ii), (iii), (*) 
ou (inégalité). Puisque les mêmes étiquettes peuvent se répéter à plusieurs 
endroits, une référence éventuelle à une étiquette se situe dans une proximité 
immédiate de celle-ci et concerne sa dernière occurrence. 

La numérotation des énoncés, comme propositions, théorèmes, lemmes, 
exemples, etc. est effectuée par chapitres avec la référence à la section, mais 
pas au chapitre, par exemple, la Proposition 3.5. est la cinquième des 
propositions, théorèmes, etc. de la troisième section d’un chapitre donné. Si 
l’énoncé suivant est un lemme se trouvant dans la même section, il apparaît 
comme le Lemme 3.6., s’il est dans la section suivante du même chapitre, 
il apparaît comme le Lemme 4.1. et s’il est dans le chapitre suivant, il 
apparaît comme le Lemme 1.1. 

Les sections d’exercices ne portent aucun numéro et les exercices qu’elles 
contiennent sont numérotés dans leur section, par exemple, (5), (6), (7). Si 
l’exercice suivant est dans le même chapitre, donc dans la section d’exercices, 
il est (8), mais s’il est dans le chapitre suivant, donc le premier de la section 
des exercices de ce chapitre, il devient (1). 

Références. Les références à des énoncés à l’intérieur d’un chapitre 
ne portent pas l’indication du chapitre même, par exemple, on parle du 
“théorème 2.1 de Cantor” quand il est évoqué dans le chapitre VI, car 
il constitue le premier énoncé de la deuxième section du sixième chapitre. 
On parlera du “théorème VI.2.1 de Cantor” au chapitre X, car il était 
énoncé à l’extérieur du dixième chapitre. 

Dans les références de la dernière annexe, consacrée aux solutions des 
exercices, on indique toujours le chapitre d’un énoncé ou d’un exercice cités, 
car tous ces énoncés et exercices ont été formulés en dehors de cette annexe. 
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CHAPITRE I 


Théorie des ensembles 


1. Motivation 

Jusqu’au XIX e siècle les mathématiques furent développées à l’aide d’un 
langage informel, mélangeant des expressions mathématiques avec celles de 
la langue courante. Ainsi le discours mathématique ne pouvait pas éviter des 
ambiguïtés présentes dans les langues naturelles, car l’interprétation séman¬ 
tique n’y est pas univoque. D’où de nombreux cas d’erreurs dans des œuvres 
mathématiques de l’époque. 

La nécessité de rigueur fut ressentie par plusieurs grands esprits, comme 
Georg Cantor (1845-1918), Giuseppe Peano (1858-1932), Bertrand Russell 
(1872-1970) et autres. Nous leur sommes redevables pour la création du 
langage mathématique moderne rigoureux, celui de la théorie des ensembles. 

David Hilbert (1862-1943) écrivait de cette contribution «Que personne 
ne puisse nous chasser du paradis que Cantor nous a bâti» Plus tard, en 
parlant au Congrès des Mathématiciens à Bologne en 1928 du langage formel 
de Peano, Hilbert disait que c’était un outil essentiel pour sa théorie de la 
démonstration . 



Figure 1.1. Georg Cantor, Giuseppe Peano et Bertrand Russell 


La plupart des notions et des résultats concernant les nombres cardinaux 
et ordinaux évoqués dans ce chapitre, sont dus à Cantor. 


1. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kônnen. 

2. [...] ein wesentliches Hilfsmittel für meine Beweistheorie [ist] die Begriffsschrift ; wir 
verdanken dem Klassiker dieser Begriffsschrift, Peano, die sorgfâltigste Pflege und weitge- 
hendste Ausbildung derselben. 
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2. Fondements 

Une théorie déductive est fondée sur des notions primitives, autrement 
dit non définies, et des propositions primitives appelées axiomes, c’est-à-dire 
non démontrées mais déclarés valables. Les notions et propositions primi¬ 
tives sont en nombre fini. La signification d’une notion primitive est donnée 
indirectement par les axiomes qui la concernent. 

Toute notion d’une théorie déductive est définie, moyennant des règles 
syntaxiques, à partir des notions ayant déjà une signification. Toute propo¬ 
sition de la théorie est déduite des propositions retenues vraies, moyennant 
des règles logiques inférentielles finies. 

Une telle procédure est récursive. Elle nécessite donc des notions et des 
propositions primitives, car si toute notion était définie par d’autres notions 
ou toute proposition était une conséquence d’autres propositions, on n’arri¬ 
verait pas, en reculant à l’infini, à une signification ( 3 ). Une théorie déductive 
est cohérente si elle ne contient pas de propositions contradictoires ( 4 ). 

Dans la théorie des ensembles, la notion d 'ensemble est primitive. Un 
ensemble est déterminé par ses éléments ( cf l’axiome d’extensionalité). 

À partir de deux formules élémentaires x £ y (x appartient à y) et 
x = y (x est égal à y), on construit des formules moyennant des connectives 
logiques : 

-i, V, A, =>, <<=>, 

respectivement, la négation, Y alternative, la conjonction, Y implication et 
Y équivalence et les deux quantificateurs, existentiel 3 et universel V. Par 
exemple, si a,fi,ip(x) et x ) sont des propositions, alors -*a V fi, 3 x ip(x), 
V æ (<^(x) ==> i){x)) sont des propositions formées à partir des propositions 
précédentes à l’aide des connectives et quantificateurs ( 5 ). 

On définit Y inclusion Ad B par x £ A => x £ B pour tout x . 

Une liste d’axiomes fonde la théorie. On utilise d’habitude le système de 
Zermelo-Fraenkel avec Y axiome du choix (ZFC). 

On n’étudie pas ici la théorie des ensembles de façon systématique. Disons 
seulement que parmi les axiomes de ZFC, il y a celui à? extensionalité, disant 
que X = Y si et seulement si 

z £ X <<=> z £ Y, 

pour tout 2 . L’axiome de Y union dit que pour tout ensemble (d’ensembles) 
X, il existe un ensemble Y := \JX tel que 

ye\J x ^ 3 y€Æ 


3. Une telle procédure est une arborescence avec des (multiples) racines. 

4. En 1931 Kurt Gôdel a démontré que le théorie des ensembles contient des proposi¬ 
tions, qui ne sont pas décidables, c’est-à-dire que l’on ne peut ni démontrer ni infirmer. 

5. D’ailleurs, certaines de ces formules peuvent être écrites moyennant d’autres, par 
exemple, (a ==> P) <=*► (->aV fi). 
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L’axiome de la puissance affirme que pour tout ensemble X , il existe l’ensemble 
2 X de toutes les parties de X , 

Y €2 X <=> Y C X, 

etc. Bien sûr, 0, X G 2 X pour tout X. Une partie A de X est dite propre si 
A ^ 0 et A ^ X. 

L’axiome de séparation dit que pour toute formule ip(x) et tout ensemble 
X , il existe l’ensemble 


{x G X : <p(x)} . 

La restriction de la formule à un ensemble est ici essentielle. En général, il 
n’existe pas l’ensemble de tous les x qui vérifie <p{x). 

Exemple 2.1 (Paradoxe de Russell). Il n’existe pas l’ensemble de tous 
les ensembles X pour lesquels X £ X. Effectivement, si Y était un tel 
ensemble, alors, par définition, y G y si et seulement si Y $ Y. 

Comme conséquence, il n’y a pas d’ensemble de tous les ensembles. 
Effectivement, s’il existait un tel ensemble C/, alors selon l’axiome de sé¬ 
paration, y := {X G U : X £ X} serait un ensemble, d’où la contradiction 
notée auparavant. 

Cependant on peut parler de la classe de tous les ensembles, en traitant 
le terme classe comme externe à la théorie des ensembles. 

Enfin, Y axiome du choix affirme que 

Axiome 2.2 (Peano-Zermelo). Pour tout ensemble X d’ensembles non 
vides } il existe une application f : X —> (J X telle que f(A) G A pour tout 
A EX. 

On attribue généralement la formulation de cet axiome à E. Zermelo [34] 
de 1904, mais il fut déjà formulé par G. Peano dans [26] en 1890. 

Un élément u d’un ensemble ordonné (X, <) est dit maximal si x > u 
implique que x = u. 

Théorème 2.3 (Zorn-Kuratowski). Soit X un ensemble ordonné par 
< . Si pour toute partie totalement ordonnée L de X, il existe w G X tel que 
l < w pour tout l G L, alors pour tout x E X il existe un élément maximal 
u E X tel que x <u. 

La preuve de ce théorème (dans le cadre de ZFC) sera donnée dans 
l’annexe A (théorème A.3.11). En réalité, il est équivalent à l’axiome 2.2 du 
choix dans ZF. 

Les propositions logiques correspondent à des opérations sur les parties 
d’un ensemble; si A := {w G W : <p{w)} et B = {w G W : alors on 
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a, respectivement, 


A c :=W\A = {weW: ^(w )}, 

A U B = {w G W : ip(w ) V w )} , 

A fl B = {w G W : y(w) A Tpiya)} , 

A C B ( V tp(w) => ip(w)), 
wew 

A = B <=> ( V ip{w) <^=> ^(w)). 
wew 

Si A(:e) := {w G W : ip(x,w)}, alors l’union et l’intersection de A{x) pour 
x e X, sont définies moyennant des quantificateurs existentiel et universel 
respectivement : 

(J x6X A ( x ) = {w e w : 3 X <p(x, w)} et 
C\ x zX A{x) = { W£W: x ïx ip{x ' w) }- 


Ainsi 


^U, 

y e D 


xex 


xex 


3 

xex 

V 

xex 


y £ Y Xi 
yeY x , 


Le produit riæex est défini comme l’ensemble de / : X —> (J æGX 
telles que f(x) G Y x pour tout iGl, c’est-à-dire 

IL* ={/ * (IL* y-f ■■ j* /w « 4 

En particulier, si Y = Y x pour tout x G X, alors Yl xe x Y = • 

Notons que l’axiome 2.2 du choix affirme que si Y x ^ 0 pour tout a:Gl, 
alors rLex ^ ^ 0- 

Pour tout u; G I, on définit la projection tt w est une application 


: JJ 


xex ' 


définie par 7r w (f) := f(w). 

Si A C X y alors la fonction xa 1 X —s► {0,1} définie par 


(1.1) 



1, si x E A 
0, si x £ A 


s’appelle la fonction caractéristique de A. Si / : X —{0,1}, alors / = Xa> 
où A := {x G X : f(x) = 1}. Il existe donc une correspondance biunivoque 
entre les parties de X et les fonctions de X dans un ensemble de deux 
éléments. C’est pourquoi on note 2 X l’ensemble de toutes les parties de X. 
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3. Relations, applications 

Il découle des axiomes de la théorie des ensembles que pour deux ensembles 
X , Y il existe leur produit X x Y := {(x, y) : x G X, y G Y} . Si R C X x Y , 
alors on dit que R est une relation entre X et Y. Traditionnellement on note 
(x, y) e R par xRy. 

Pour tout A C X, Yimage RA de A par R est définie par 
RA:={yeY: 3(x,y)eR}. 



Figure 1.2. L’image RA d’un ensemble A par la relation R (ici 
ayant deux composantes connexes) a, dans ce cas, également deux 
composantes. 


Observons que l’image d’une partie de X par une relation R C X x Y est 
une partie de Y , donc un ensemble. Il s’ensuit que l’image i?{x} du singleton 
{x} est un ensemble. Notons que 

RA = 

La relation réciproque R~ l de R (entre Y et X) est définie par 

R- 1 := {{y,x)eYxX:(x,y)eR}. 

Comme R~ l est une relation, les symboles R~ l B et R~ l {y} ont un sens 
précis pour tout B cY et tout y G Y. Bien sûr, 


x G R 1 { y } y G R {x }. 









6 


ANALYSE FONDAMENTALE 


Pour tous R G X x Y, A G X et B G Y, les formules suivantes sont 
équivalentes : 

(1.2) RAnB^Z, 

(1.3) A D R- 1 B ± 0, 

(1.4) (A x B) n R ± 0. 

Si R C X xY et S cY x Z, alors la relation composée S o R (entre X 
et Z) est définie par 

(5 o R)A := S(RA) 

pour tout A C X. Par conséquent, on abrège SR := S o R. Il s’ensuit que 
z £ (S o R) {x} si et seulement s’il existe y G R{x} tel que z G 5(2/}, 
c’est-à-dire S -1 {z} fl R {x} ^ 0 . 

Une relation R G X x Y est dite surjective si RX = Y ; injective si 
R{x o} fl R{x i} ^ 0 implique xo = x\. En contraposant la définition, on 
obtient 

Proposition 3.1. Une relation est injective si et seulement si x$ ^ x\ 
implique i?{xo} H R{x i} = 0. 

Nous avons déjà employé des applications sans en donner une définition 
formelle. Nous allons maintenant définir une application à partir d’une rela¬ 
tion particulière. Une relation R G X xY s’appelle applicationnelle si pour 
tout x G X il existe un élément R(x) de Y tel que 

(1.5) *{*} = {%)}, 

c’est-à-dire, si R est une relation applicationnelle, alors elle définit une appli¬ 
cation R : X —» Y telle que (1.5). 

On souligne que l’image d’une partie d’un ensemble par une application 
est un ensemble. En particulier, si R est applicationnelle, alors R{x} est un 
singleton. Par contre, l’image R(x) de x par l’application R correspondante 
est un élément de Y. 

On désigne par Y x l’ensemble de toutes les applications de X dans Y ’. Si 
/ : X Y est une application, alors / définit une relation f G X xY telle 
que / {x} := {/(#)}• Bien entendu, f~ l est également une relation (entre Y 
et X). 

Proposition 3.2. Une relation R G X x Y est applicationnelle si et 
seulement si la relation réciproque RT 1 est injective et surjective. 

Si / : X —> y, alors on appelle 

Gr (/) :={(x iy )eXxY:y = f(x)} 

le graphe de /. 

Une application / est injective (respectivement, surjective) si la rela¬ 
tion applicationnelle correspondante l’est. Par conséquent, / est injective si 
f{x o) = f{x i) implique xq = x\ ; surjective si f(X) = Y. Une application 
est dite bijective si elle est à la fois injective et surjective. 
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Si / est injective, alors / 1 est une relation applicationnelle entre f(X) 
et X ; si / est bijective, alors / -1 est une relation applicationnelle de Y dans 
X (d’après la proposition 1.3.2). On note f~ l l’application correspondante. 

Si / : X -* Y est une application, X C X\ et Y C Yi, alors on appelle 
un prolongement de /, toute application f\ : X\ -* Yi qui coïncide avec / 
sur X, c’est-à-dire fi(x) = f(x) pour tout x G X. 

Remarque 3.3. Dans la notation traditionnelle, f(A) désigne l’ensemble 
{f(x) : x G A}, c’est-à-dire fA dans notre notation; de même, traditionnel¬ 
lement, / -1 (2?) dénote {x G X : /(x) G B} , c’est-à-dire / -1 2? dans notre 
notation. La notation traditionnelle n’échappe pas à des incohérences, par 
exemple, f~ l (y) peut signifier l’image réciproque de y par / (qui est un 
ensemble), ainsi que la valeur de y par l’application réciproque de / quand / 
est injective (qui est un élément). Néanmoins, afin de ne pas alourdir l’écri¬ 
ture, nous allons employer la notation traditionnelle, évitant des ambiguïtés 
grâce au contexte. 

La relation diagonale I := Ix C X x X est définie par 

(1.6) I x -{(x,y)eXxX:x = y}. 

Autrement dit, Ix = {(x,x) : x £ X}. Bien entendu Ix {x} = {x} pour tout 
x G X et, par conséquent, toute relation diagonale est applicationnelle, et 
l’application correspondante est Videntité, c’est-à-dire ix : X —> X telle que 
ix(x) := x pour tout x £ X. 

Une relation R C X x X est dite réflexive si I C R, symétrique si 
R~ l = R, antisymétrique si R fl R~ l C /, transitive si RR C R. Rappe¬ 
lons qu’une relation R C X x X est dite d équivalence si elle est réflexive, 
transitive et symétrique, et d ) ordre (large) si elle est réflexive, transitive et 
antisymétrique. 

Soit R une relation d’équivalence sur X. On note X/R le quotient de 
X par R , c’est-à-dire l’ensemble des classes d’équivalences de R. Autrement 
dit, 

X/R:= {R{x}:xeX}. 

Puisque R est réflexive, X = Uæex^{ x }* Définissons Vapplication quotient 
ttr : X —> X/R. par 7Tr(x) := R{x}. Autrement dit, ttr associe à tout x £ X 
sa classe d’équivalence R{x} par rapport à R. On voit facilement que 

Proposition 3.4. Toute application quotient est surjective. 

Exemple 3.5. Pour toute application / : X -* Y, la relation « sur X 
définie par 

(1.7) x 0 « xi <=> f(x o) = f(x i), 

est une relation d’équivalence, car la famille {/ -1 {y} : y € y} consiste de 
parties disjointes deux à deux, dont l’union est égale à X. La classe d’équi¬ 
valence de x est f~ l {f(x)} . On note X/f le quotient par rapport à cette 
relation. 
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4. Suites 

Une suite sur X est une application d’un ensemble dénombrable infini 
dans X. Si / : A -* X est une suite (sur X) y alors souvent on note x n := /(n) 
pour tout n G A, et on désigne / comme (x n ) n ^A- D’habitude l’ensemble des 
indices d’une suite est N tout entier et, dans ce cas, on la note (xn)neN ou 
(x n ) n . Souvent l’ensemble des indices est une partie infinie de N, par exemple, 

N m := {n G N : m < n }, 

où m G N. 

L’ensemble N est muni de son ordre naturel. Cet ordre intervient dans la 
définition classique de la convergence d’une suite dans un espace métrique ou 
topologique, mais, comme nous verrons, il n’y est pas essentiel. En particulier, 
la permutation des indices d’une suite n’influe pas sur sa convergence. Nous 
allons décrire la convergence d’une suite en terme des parties cofinies de 
l’ensemble des indices. 

Une partie A d’un ensemble Y est dite cofinie si X \ A est fini. 

Considérons les suites suivantes 


(i) 

(n) n ^Mi > 

(ü) 

(O)neN. 

(üi) 

(max{ , 0}) n eNi 

(iv) 

1 1 1 1 1 1 1 1 
2* 2* 3 > 3 > 3 , * # ' > n> ‘ y > n 


n fois 

(v) 

i i i i i i i i 


n termes 

sur l’ensemble M (des nombres réels). Il y a une différence notable entre les 
suites ci-dessus. On considère les images réciproques des éléments de l’image 
de la suite. 

(i) L’image réciproque de tout élément est un singleton, c’est-à-dire la 
suite est injective. 

(ii) L’image réciproque du seul élément de l’image est infinie. 

(iii) Il y a un élément, dont l’image réciproque est infinie et l’infinité 
d’autres ont les images réciproques finies ( 6 7 ). 

(iv) L’image réciproque de tout élément est finie. 

(v) Les images réciproques de tous les éléments sont infinies. 

On dira qu’une suite / sur X est libre si 

{n : f(n) = x} 

6. En particulier, Ni = N* := N \ {0}, où N* est une notation traditionnelle assez 
répandue. 

7. Par conséquent, l’image de la suite est infinie. 
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est finie pour tout x G X. ® Notons que Pimage d’une suite libre est néces¬ 
sairement infinie. 

On appelle le noyau d’une suite ( x n ) n l’ensemble 
( 1 . 8 ) ker„^oo x n P| (** -k>n}. 

C’est un ensemble dénombrable (infini ou fini). Comme une conséquence 
immédiate des définitions, 

Proposition 4.1. Pour que x G ker n -+ooX n il faut et il suffit que 
{n G N : x = x n } soit infini. 

D’après la proposition 4.1, 

Corollaire 4.2. Une suite est libre si et seulement si son noyau est vide. 

Une suite ( x n ) n est dite principale si son noyau ker n _Kx> x n n’est pas vide 
et {n : x n £ ker k -^ooXk} est fini. Une suite ( x n ) n est dite stationnaire s’il 
existe x tel que {n : x n ^ x} est fini. Bien entendu, toute suite stationnaire 
est principale. 

Exemple 4.3. Le noyau de (ii) est fini non vide et celui de (v) est égal 
à N, et tous les termes de ces suites appartiennent à leurs noyaux. Ce sont 
donc des suites principales. 

Exemple 4.4. Les noyaux des suites (i) et (iv) sont vides, et par consé¬ 
quent, les suites sont libres. 

Exemple 4.5. La suite (iii) n’est ni principale ni libre. Effectivement, 
ker^oo x n = { 0 }, mais {n : x n •=£ 0 } est infini. 

Théorème 4.6 (Décomposition de suites). Pour toute suite ( x n ) n qui 
n’est ni principale ni libre, il existe deux ensembles infinis A et B tels que 
Au B = N et Af) B = 0 de telle sorte que (x n ) ne A est libre et ( x n ) ne B est 
principale. 

Démonstration. Comme (xn)neN n’est pas libre, alors son noyau 
Q := ker^oo x n n’est pas vide. Bien entendu, B := {n G N : x n G Q} est 
infini. Puisque (xn)neN n’est pas principale, A := {n G N : x n £ Q} est infini. 
La suite ( x n ) ne A est libre, car son noyau 

{xk : k G A, k > n} 

est inclus dans Q et, d’autre part, { x n : n G A} fl Q = 0. La suite ( x n ) ne B 
est principale, car son noyau est égal à Q et, en plus, si n £ B, alors x n £ Q. 
□ 


Une suite (yk)k est dite extraite de ( x n ) n s’il existe m G N et / : N m -* N 
tels que 


lim^oo f(k) = oo et y k = x fi<k) 


8. En anglais, finite-to-one. 
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pour tout k G N m . 

Une suite (yk)k est dite strictement extraite (c’est-à-dire suite extraite 
au sens traditionnel) de ( x n ) n s’il existe / : N -> N strictement croissante 
telle que yk = %f(k) P our tout k £ N. 

Bien entendu, toute suite strictement extraite est une suite extraite. 
D’autre part, 

Proposition 4.7. Si {yk)k est une suite extraite de ( x n ) n> alors il existe 
une suite extraite de (yk)k Qui est une suite strictement extraite de ( x n ) n . 

Démonstration. Soit met/: N m -* N telle que et yk = x f(k) P our 
tout k G N m et lim^oo f(k) = oo. Alors pour tout p G N, il existe le premier 
k = h(p) tel que 

f(h(p)) > ma x{f(k) :k <p}. 

Il est clair que h{p) < h(p + 1) et f(h(p)) < f(h(p + 1)). Ainsi h : N -* N m 
et / o h : N -* N sont strictement croissantes, donc (x^p^p est une suite 
strictement extraite de (yk)k et (#/o/i(p))p est une suite strictement extraite 
de ( x n ) n . D 

Proposition 4.8. Soit (yk)k et ( x n ) n deux suites libres dans X. Alors 
(Vk)k est une suite extraite de ( x n ) n si et seulement si 

{y k : k G N} \ {x n : n G N} 

est fini. 

Démonstration. Si (yk)k est une suite extraite de (x n ) n , alors il existe 
m G N tel que {yk : k G N m } C {x n : n G N}. Ainsi {yk : k < m} est fini. 
Réciproquement, si la condition est remplie, alors il existe m G N tel que 
{yk : k G N m } C {x n : n G N}, donc pour k G N m , on pose f(k) = n si yk = 
x n . Ceci définit une application /, car les suites sont libres. Bien entendu, / 
est strictement croissante. □ 

Proposition 4.9. Soit ( A n ) n une suite de parties dénombrables infinies 
telle que A n +i \ A n est finie pour tout n. Alors il existe une partie infinie 
Aqq telle que Aqq \ A n est finie pour tout n. ^ 

Démonstration. Soit ao G Ao. Pour tout n il existe 

^ fl n \ {^0> > • • • > Q>n— l} > 

1 , p=U 

car cette partie est infinie. Alors Aqq := {a n : n G N} a la propriété requise. 
En effet, si n < p alors a p G A ni donc A^ \A n C {ao,..., a n }. □ 

Corollaire 4.10. Pour tout n G N, soit (x^) k une suite dans X de telle 
sorte que {x^ l )k est une suite extraite de ( x k ) k . Alors il existe une suite 
(xf) k dans X qui est extraite de ( x k ) k pour tout n G N. 


9. Une telle partie Aoo s’appelle une presque-intersection de {A n : n G N}. 
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5. Cardinalité 

Disons de façon informelle que la cardinalité d’un ensemble fini est le 
nombre de ses éléments. Deux ensembles finis ont la même cardinalité si et 
seulement s’il existe une bijection entre eux. Ce fait devient la définition de 
cardinalité d’ensemble arbitraire. 

Deux ensembles AT, Y sont dits équipotents ( X ~ Y) s’il existe une bijec¬ 
tion / : X -» Y. Si AT, y, Z sont trois ensembles, alors X ~ X (réflexivité), 
si X ~ Y alors Y ~ X (symétrie), et X ~ Y et Y ~ Z entraîne X ~ Z 
(transitivité). Par conséquent, Véquipotence est une relation d’équivalence 
sur la classe de tous les ensembles. 

Une classe d’équivalence des ensembles équipotents s’appelle un nombre 
cardinal On désigne cardAT (ou |AT|) la classe des ensembles équipotents à 
laquelle appartient AT, c’est-à-dire la cardinalité de X. 

Traditionnellement on utilise les caractères minuscules grecs, du milieu 
de l’alphabet ( 10 \ k, A, p y ... pour désigner des cardinaux. 

Soit k, A deux cardinaux. Par définition, 

(1.9) k < A 

s’il existe une application injective / : X -* Y pour deux ensembles X et Y 
tels que k = cardAT et A = cardia 

Bien entendu, si Xq et Yq sont deux autres ensembles tels que k = card Xo 
et A = cardlo) alors il existe une injection fo : Xq -* Yq. Effectivement, si 
g : Xo -» X et h : Yo -» Y sont des bijections, alors h~ l o f 0 o g est une 
injection de Xo dans Yq. 

On peut également caractériser (1.9) en termes de surjections. 

Proposition 5.1. Soit X y Y deux ensembles. Alors card AT < card y si 
et seulement s'il existe une application surjective g : Y -» X. 

Démonstration. Soit card AT < card y, c’est-à-dire il existe une injec¬ 
tion / : X -* y. Ainsi pour tout y G f(X) il existe un unique x G X avec 
y = f(x). Soit g : Y -* X une application telle que g(y) := x s’il existe 
x G X avec y = f(x). Alors g est une surjection. 

Réciproquement, si g : Y -* X est une surjection, c’est-à-dire si g~ l (x) ^ 
0 pour tout x G AT, alors d’après l’axiome 2.2 du choix, pour tout x G AT il 
existe f(x) G g~ l {x). Comme g~ l {xo)C\g~ l {x\) = 0 si xo ^ xi, l’application 
/ : X -» y ainsi définie est une injection. □ 

Ainsi, < est une relation sur la classe des cardinaux. Il est immédiat 
qu’elle est réflexive et transitive. Le théorème suivant affirme qu’elle est 
également antisymétrique. 

Théorème 5.2 (Cantor-Bernstein). Si k < A et A < k, alors A = k. 


10. En réservant plutôt les premiers caractères a>/3 , 7 , etc... pour les nombres ordinaux. 

11. Implicitement, g(y) est un élément arbitraire de X si y G Y \ f(X). 
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Démonstration. Puisque A < k il existe deux ensembles X et Y tels 
que cardAT = /c, cardy = A et Y C X. D’autre part, k < A, c’est-à-dire il 
existe une application injective / : X -» Y. 



Notons Xo := X y Yo := Y y Zq := ATo \ lo et 

-^n+l /(*^n))^n+l • — /(^n) ^n+l := /(^n)* 

Comme / est injective, 

Zi - /(2o) = /(Xo \ Ko) = /(Xo) \ /(%) = Xi \ Yi, 
et, plus généralement, Z n — X n \Y n . Soit Z := U^LoDonc 

m =u~ » < z ">=ur., z »= z \ z «- 

De plus, Z n fl Zk = 0 si n -fi k. 

Définissons h: X -» Y par 

La fonction h est injective, car /(Z) C Z est la restriction de / à Z est 
injective, et l’identité est injective sur X\Z. La fonction h est surjective sur 
y. Effectivement, puisque h est injective, 

fe(A0 = h(Z U (X \ Z)) = f(Z) U X \ Z 
= (Z\Z 0 )U(X\Z) = X\Z 0 = Y. 

Ceci montre que k = A. □ 

Par conséquent, la relation < sur les cardinaux est un ordre. On note 
k < A si k < A et k ^ A. 

Un ensemble X est dit fini si toute application injective / : X -* X est 
surjective. 
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L’ensemble vide 0 est fini, car la seule application / : 0 -> 0 est surjec¬ 
tive ( 12 ). On note 0 := card0. L’ensemble {0} est fini, car la seule applica¬ 
tion / : {0} -* {0} est une bijection. On définit 1 := card{0} = card{0}, 
2 := card{0, { 0 }} = card{0,1} et ainsi de suite( 13 ). 

D’après l’exercice 12, tout ensemble ainsi construit est fini et, réciproque¬ 
ment, tout ensemble fini est équipotent à un tel ensemble. 

On appelle aleph zéro et on note Ho la cardinalité de N. C’est un ensemble 
infini, car l’application s : N -* N définie par s(n) := n + 1 est injective, 
mais n’est pas surjective, puisque 0 ^ s( N). 

Un ensemble de cardinalité Ho est dit dénombrable infini. 

Proposition 5.3. Ho est le plus petit cardinal infini. 

Démonstration. Puisque aucune application de {0,1, ..., n — 1} dans 
N est surjective, cardN > n. Si X est un ensemble infini, alors il existe 
xo e X et, pour tout n G N il existe x n G X \ {xo,xi,... ,x n _i}. Donc 
d’après la proposition 5.1, Ho = cardN < card AT. □ 


On définit la somme k + A, le produit k • A et la puissance X K de deux 
nombres cardinaux k et A par 


k + A : = card (X U Y) si X fl Y = 0, 
k • A : = card (X x Y ), 

A* : =card(y x ), 

où k = card AT et A = card F. L’exercice 13 montre que ces définitions ne 
dépendent pas des représentants particuliers X de k et Y de A. 

Il s’ensuit que les opérations + et • sont associatives, commutatives et 
distributives, une par rapport à l’autre. 

On note que ( 14 ) 

(k • A)* 4 = • A", 

K \+v _ 11 

n — n n ) 

(«y = 

D’autre part, 


( 110 ) 


K < X 


K + fl ^ A + /JL) 
< K • fJ, < X • p, 

, < A**, 


12. Effectivement, le produit 0 x 0 = 0 a une seule partie 0, donc il existe une seule 
relation binaire sur 0. Comme sa relation réciproque est injective et surjective, 0 est 
applicationnelle. D’ailleurs elle correspond à une application bijective. 

13. Cette définition des nombres naturels est due à von Neumann. 

14. Il faut bien distinguer := ^ et (« A ) M . Par exemple, 2 2 * 0 = 2 e est la cardi¬ 

nalité de l’ensemble de toutes les familles de parties de X , tandis que (2 2 ) N ° = 2 2 N ° = 
2*° = c. 
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ainsi que 

(1.11) 0 < k < X p K < fi x . 

Cependant k < A n’implique pas des inégalités strictes dans (1.10) et 
(1.11) (Voir l’exercice 14). 

Proposition 5.4. Ho = Ho + Ho = Ho • Ho. 

Démonstration. Bien sûr, Ho < Ho + Ho < Ho • Ho. Puisque card(N) = 
Ho, afin de parachever la preuve, il suffit de construire une fonction injective 
/ : N x N -> N. 

Soit S(n) := J2k= o^ et > P our (P>0) ^NxN, 
f(p,q) := S(p + q)+p. 

Montrons que / est injective. Supposons que f(po, qo) = f(Pi, 91 ). Si po — Pi, 
alors S(jpo + qo ) = S(pi + q\) et comme S est une application injective, 
Po + Qo = Pi + 9 i, d’où qo = gi. Si po # pi, par exemple, po > pi, alors 
S (pi +qi) > S(p 0 + qo), donc 

PO > Po - Pi = S(pi + 91 ) - S(p 0 + q 0 ) >Po + qo + l, 
d’où —1 > qo , une contradiction. □ 

Il s’ensuit que cardZ = Ho car Z = N U —N. 

Corollaire 5.5. cardQ = H 0 . 

Démonstration. Comme tout rationnel admet (au moins) une représen¬ 
tation de la forme où k G Z et n G Ni, l’application (fc,n) i —> ^ est 
surjective de Z x Ni sur Q, donc Hq > cardQ > cardN = Ho, car N C Q. □ 

Proposition 5.6. Si k est un cardinal, alors 

k° = 1 , 

1 * = 1 , 

k > 0 =» 0 * = 0 . 

Démonstration. Par définition, k° est la cardinalité de l’ensemble des 
applications du domaine vide dans un ensemble Y de cardinalité k. L’en¬ 
semble 0x7 = 0 admet une seule partie 0 (card 2 0xy = 1 ), c’est-à-dire il 
y a une seule relation 0 dans 0 x Y. Cette relation est une application, car 
elle est injective et 0~ 1 {Y) = 0 . 

Par définition, 1 * est l’ensemble des applications d’un ensemble X de 
cardinalité k dans un ensemble de cardinalité 1 , par exemple, {0}. Il y a 
une seule relation R dans X x {0} pour laquelle R~ l {0} = X, et c’est 
R := X x {0}. Étant injective, c’est une application, donc 1* = 1 . 

Enfin, 0* est la cardinalité de l’ensemble des applications d’un ensemble 
non vide X (cardX > 0) dans 0 . Il y a une seule relation dans 0 = Xx 
0 , notamment 0 et ce n’est pas une application, car 0 = 0 -1 0 X, donc 
0 * = 0 . □ 
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Théorème 5.7 (Cantor). Si k est un cardinal, alors k < 2 K . 

Démonstration. Soit X un ensemble de cardinalité k. Puisque h : 
X -» 2 X donnée par h(x) := {x} G 2 X est injective, k < 2 K . Si / : X —> 2 X 
est une application, alors / n’est pas surjective, car 

{xeX:xi /(x)} 

n’est pas dans f(X). Supposons qu’au contraire, il existe y G X tel que 
f(y) = {x G X : x £ /(x)}. Par conséquent, y G f(y) si et seulement si 
V Ê /(y), ce qui est une contradiction. □ 

Il s’ensuit qu’il y a une infinité de cardinaux infinis, car si k est un 
cardinal infini, par exemple, k = Ho, alors les cardinaux 

k <2 K <2 2 * < 2 22 " < ... 

sont tous différents. Nous avons déjà observé à propos du paradoxe 2.1 de 
Russell, qu’il n’existe pas l’ensemble de tous les ensembles. C’est aussi une 
conséquence immédiate du théorème 5.7, qui également implique que 

Corollaire 5.8. Il n’existe pas la cardinalité la plus grande. 

6. Le continu 

Rappelons que R est complet au sens que toute partie non vide majorée 
(respectivement, minorée) A de R a la borne supérieure sup A G R (respec¬ 
tivement, inférieure inf AgK) ( 15 ). 

Proposition 6.1. L’ensemble R n’est pas dénombrable. 

Démonstration. Supposons qu’au contraire il existe une suite ( r n ) n 
telle que R = {r n : n G N}. Soit n\ le premier élément de N tel que ro < r ni . 
Soit ri 2 le premier élément de N tel que ro < r n2 < r ni . 

On construit ainsi, par récurrence, une suite ( r nk )k strictement extraite 
de ( r n ) n telle que nk+ 2 est le premier élément de N tel que r nk+2 est entre 
f'nk et r nfc+1 . Par conséquent, 

ro < r n2k < ... < r n2k+1 < r ni . 

Puisque toute partie majorée admet la borne supérieure dans R et toute 
partie minorée admet la borne inférieure dans R, il existe r G R tel que 

sup r n2k <r< inf r n . 
ken keN 

D’après la construction, r ^ {r n : n G N}. Une contradiction. □ 

On note c la cardinalité de la droite réelle R, et on l’appelle le continu. 
La proposition 6.1 montre que Ho < c. On prouvera dans la proposition 6.4 
un résultat plus précis, à savoir, c = 2**°. 


15. Voir l’annexe A pour les définitions. 
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L’ensemble {0,1} N := üneN {0> 1} > appelé le cube de Cantor, est, par 
définition, l’ensemble de toutes les applications / sur un ensemble dénom¬ 
brable infini à valeurs dans {0,1} : 

/€{0,1} N <«=►/:!¥-> {0,1}, 

donc peut être identifié, moyennant la fonction caractéristique (1.1), avec 
l’ensemble de toutes les parties de N. Bien entendu, card({0,1} N ) = 2 H °. 

U ensemble de Cantor C est composé des nombres réels r, dont une 
représentation ternaire vérifie 



Par conséquent, C C [0,1]. 

Proposition 6.2. Tout élément de l’ensemble de Cantor C admet une 
représentation unique de la forme (1.12). 


Démonstration. Soit r, s deux éléments de C . Bien entendu, r(n) et 
s(n), pour n G Ni, sont les termes de leurs représentations ternaires (1.12) 
respectives. On note #(r, s) le premier n G Ni tel que r(n) ^ s(n ) et 
#(r, s) = oo si r = s. Par conséquent, si r, s G C et r < s, alors il existe n 
avec l<n<ooetn = #(r, s). Donc r(n) = 0 et s(n ) = 2. J’affirme que 

min {s - r : #(r,s) = n) = 

Si r < s et n = #(r, s), alors ( 16 ) 


(1.13) 


2 °° s(k) — r(k) 

»- f = ÿ;+ S 

6 k=n +1 ô 


> 2 __ 

- 3 n 3 n +! ^=0 3 * 


T — = — 

“ q/s gn ’ 


Cette minoration atteint sa borne pour r(n) = 0 et r(k) = 2 pour tout k > n 
et s(n ) = 2 et s(fc) = 0 pour tout k > n. □ 


L’ensemble des r G [0,1] pour lesquels r(l) 1 est (niveau 1) ci-dessous, 
de ceux pour lesquels r(l) ^ 1 et r(2) ^ 1 est (niveau 2) et ainsi de suite. 
Par conséquent, C est l’intersection des unions des niveaux suivants 

(niveau 0) I := [0,1] 

(niveau 1) I 0 := [0, £] , h ■= [§, l] 

(niveau 2) J 0 ,o := [0, $] , I 0 ,1 := [|, g] , h,o := [§, g] , /i,i := [§, l] 

(niveau n) [0, £],[£,£],... [^, , [*&, l] 


16. La série géométrique YlkLo p = jèl = §• 
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Par exemple, si #(r, s) = 1, c’est-à-dire r( 1) ^ s(l), alors r et s appar¬ 
tiennent à deux intervalles différents du premier niveau ; si #(r, s) = 2, alors 
r(l) = s(l) et r(2) ^ s(2), alors r et s appartiennent au même intervalle du 
premier niveau et à deux intervalles différents du deuxième niveau ( 17 ). 


Proposition 6.3. L’ensemble de Cantor est équipotent au cube de Cantor. 
Démonstration. L’application de {0,1} N dans C donnée par 


oo 


m ■■= £ 

71=0 


2 fin) 
3 n+1 


est surjective, d’après la définition de l’ensemble de Cantor (1.12), et injective, 
grâce à la proposition 6.2. □ 

Théorème 6.4. c = 2 N °. 


Démonstration. Nous allons définir F : R 2®. Posons F(r) := 
{f r (n) : n G N}, où f r : N Q est injective et telle que r = lim n _>oo fr(n) 

Si ro 7^ r \, alors 

{fr 0 (n) : n G N} fl {/ n (n) : n G N} 

est fini, et en conséquence f ro ^ f n . Donc F : R —» 2® est injective, donc 
c = cardR < card2® = 2^°. Puisque l’ensemble de Cantor C est une partie 
de R, 2^° = cardC < cardR = c. Donc, d’après le théorème 5.2 de Cantor- 
Bernstein, c = 2^°. □ 

Corollaire 6.5. c = c + c = Ho*c = c- c = c N °. ^ 

Démonstration. Bien évidemment, d’après (1.10), 

c<c + c<Ho*c<c*c, 

puisque 1 < 2 < Ho < c, et c • c = c 2 < c N °, car 2 < Ho. 

D’autre part, d’après la proposition 5.4 et le théorème 6.4, c N ° = (2 N °) N ° = 
2 No-No - 2^o = c> □ 

Il s’ensuit, par exemple, que le nombre des suites à valeurs dans {0,1} 
est le même que le nombre des suites à valeurs dans N, qui est le même que 
le nombre des suites à valeurs dans R. 


Exercices 

Solutions : pages 269-277. 
(1) ★ Soit P, R C X x Y. Vérifier que 

(a) (R- 1 )- 1 = R, 

(b) PcR^P- 1 CR- 1 , 


17. Observons que si r G C, alors {r} = H^Li rgi ^. 

2 » 2 . 2 

18. Bien sûr, il y a beaucoup de suites vérifiant cette condition. 

19. Ce corollaire découle d’un fait plus général (théorème A.5.6 à venir). 
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(c) R~ 1 B = {xeX:R{x}nB^0}. 

(2) ★ Soit X , Y deux ensembles et R C X x Y . Montrer que 

(a) si Aj C X pour tout j G J, alors J 4?) = U je J 

(b) il existe R telle que R(A fl B) ^ iM fl RB^ 

(c) si iî est injective, alors R(f)j € jAj) = RAj, 

(d) sont équivalentes : 

RA 

^niî _1 s ^ 0, 

(Ax B)nR^0. 

(3) Soit X , Y", Z ensembles, i?Clx7etScyxZ. Montrer que 

(a) si A C X et C C Z, alors 

Cn (5 o Æ)A ^ 0 ^ 0, 

(b) (Soi ?)" 1 

(4) ★ Soit / : X ^ 7 et C X, 5^ C 7 pour tous les j G J et 
k G if. Montrer que 

(a) /(U Je j^)=lW4. 

(b) / 1 (Ufeetf -®fc) = Ufeetf / 1 -®fe> 

( c ) / 1 (fUe/r -®fc) = Plfee/C / 1 -®fe> 

(d) si ^4 C X et B C F, alors 

Aa(r l of)A, (for 1 )!}cb. 

(5) Caractériser l’injectivité et la surjectivité d’une fonction / moyen¬ 
nant les compositions / -1 o / et / o / -1 . 

(6) Soit R C X x Y. Par définition, pour A C X, la polaire de A par 
R est R*A := p| xGi4 R( x )- Montrer 

(a) les équivalences : 

B c R*A, 

A c (iT 1 )*#, 

Ax B c R, 

(b) R*((j 3 eJ A i) = fW^r 

(7) Soit iîC-X’xJfet/C-X’xX, la relation diagonale (1.6). Vérifier 
que 

(a) RoI = IoR = R i 

(b) R est symétrique <(=> R C R~ x <^=> i? -1 = iî, 
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(c) R est transitive R o R c R, 

(d) R est réflexive <=> I C R, 

(e) R est une équivalence <=> R est réflexive et i? -1 o R c i?. 

(8) Toute application / admet une décomposition / = h o g y telle que 
g est surjective et h est injective. 

(9) Montrer que 

(a) / : X —ï Y est surjective si et seulement s’il existe une appli¬ 
cation injective g : Y —)> X telle que f o g = i Yi l’identité sur 
Y (g est dite une application quasi-réciproque ou une section 
de /). 

(b) s’il existe une application g :Y ->• X telle que go f — i x (une 
telle g s’appelle une rétraction de /), alors / est injective et g 
est surjective. 

(10) ★ Calculer le noyau des suites suivantes et déterminer si elles sont 
libres ou stationnaires : 

(a) x n := max {(—^) n ,0} pour n E Ni, 

(b) yk *= \ si ^ n ~^ n <k< - - n 2 +1 ) , pour n G Ni et k G N, 

( C ) 2 * := 2 fc—(n-l)n+2 si ^ k < P our » € Ni et 

jfceN. 

(11) Montrer que tout intervalle de longueur non nulle de R est équipo- 
tent à R. 

(12) Montrer que 

(a) si X est un ensemble fini, alors il existe n G N tel que card X = 
n , 

(b) si X est un ensemble fini et si y £ X , alors X U {y} est fini, 

(c) toute union finie d’ensembles finis et finie, 

(d) tout produit fini d’ensembles finis est fini, 

(e) si X , Y sont finis, alors Y x est fini. 

(13) ★ Si Xo équipotent à X\ et Yq équipotent à Yi, alors 

(a) si Xo fl Yo = 0 et X\ fl Y\ = 0 , alors Xq U Yq est équipotent à 
XiUYi. 

(b) Xo x Yo est équipotent à X\ xY\. 

(c) Yo x ° est équipotent à Y\ Xl . 

(14) Soit /c. A, /x des nombres cardinaux. 
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(a) Montrer que si k < À, alors 


(i) 

K + P < \ + 

(ü) 

K - fl < \ - /J,, 

(iii) 

K? < A M , 

(iv) 

fJL K < si 0 < K < À. 


(b) Observer que k < À n’implique pas les inégalités strictes dans 
(i)-(iv). 

(c) Montrer que 

(v) /ç A+M = k x • 

(vi) («y = k x ». 

(15) ★ Combien y a-t-il de 

(a) fonctions / : R —»• R ? 

(b) parties finies de N ? 

(c) suites à valeurs dans {0,1} ? 

(d) suites à valeurs dans N ? 

(e) suites à valeurs dans R ? 

(f ) polynômes à coefficients entiers ? 

(g) nombres algébriques ? 

(16) Soit .4, S deux parties infinies dénombrables de X. On dit que A et 
B sont presque disjointes si A fl B est finie ; B est presque incluse 
dans A si B \ A est finie (en symboles, B C* A). A et B sont dits 
presque égaux (A =* B) si B C* A et A C* B. Montrer que 

(a) deux parties sont presque égales si et seulement si la différence 
symétrique A AB := (A \ B) U (B \ A) est finie, 

(b) la relation =* est une relation d’équivalence, 

(c) deux suites libres n’ont aucune suite extraite commune si et 
seulement si leurs images sont presque disjointes. 

(17) Soit X un ensemble infini dénombrable. Une famille A de parties 
infinies est dite presque disjointe si Ao,Ai sont presque disjointes 
pour chaque couple Ao,Ai d’éléments distincts de A. Une famille 
A presque disjointe est dite maximale si pour toute partie (infinie) 
Aqo de X, A U {Aqq} n’est pas presque disjointe. Montrer que 

(a) si A := {A n : n G N} est une suite presque disjointe de termes 
distincts, alors il existe une partie Aqq £ A telle que A U {Aqq} 
est presque disjointe, 
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(b) si A est une. famille presque disjointe, alors il existe une famille 
presque disjointe maximale B telle que A C B^\ 

(c) une famille A est presque disjointe maximale si et seulement 
pour toute partie infinie B il existe A G A tel que B fl A est 
infinie, 

(d) si A est une famille infinie presque disjointe maximale, alors 
card*A > Ho, 

(e) il existe sur X une famille presque disjointe de cardinalité c ( 21 ). 


20. Appliquer le lemme 2.3 de Zorn-Kuratowki. 

21. Indication : tout ensemble dénombrable infini X est équipotent à Q. Considérer une 
famille de suites sur Q, dont les limites sont distinctes. 




CHAPITRE II 


Espaces métriques 


La notion de métrique fut introduite ^ par Maurice Fréchet en 1906 dans 
sa thèse [13] afin de pouvoir étudier la convergence des suites de nombres, 
de points, de fonctions, etc., indépendamment de la nature des éléments 
considérés. 

Citant Séguier, Fréchet remarque qu’on ne peut arriver à une théorie 
commune qu’en recherchant les conditions communes aux définitions parti¬ 
culières et en ne retenant que celles qui [sont] indépendantes de la nature 
des éléments considérés et déclare : C'est ce que nous allons essayer de faire 
pour le Calcul Fonctionnel et en particulier pour la théorie des ensembles 
abstraits. 



Figure II. 1. Maurice Fréchet (1878-1973), Félix Hausdorff (1868- 
1942) et Frigyes Riesz (1880-1956) 


1. Métriques, boules, voisinages 
Rappelons qu’une fonction d : X x X —> R+ vérifiant, pour tous x y y, z G 


X, 


(III) 

d(x,y) = d(y,x), 

(II.2) 

d(x, y) - 0 <*=*> x - y, 

(II.3) 

d(x, z ) < d(x, y) + d(y, z), 

s’appelle une 

métrique (ou distance ) sur X. Un ensemble X muni d’une 


métrique s’appelle un espace métrique. 


1. Sous le nom d'écart. 
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Exemple 1 . 1 . Si ||-|| est une norme sur R n , c’est-à-dire une fonction 
réelle positive ||-|| telle que ||æ|| = 0 <=> x = 0 , ||ræ|| = |r| ||æ|| et \\x + y\\ < 
||æ|| + II 2 /H pour x y y G R n et r G M, alors 

(II.4) d(x,y) := \\x - y\\ 

est une métrique. Cette métrique vérifie en plus 

d(x + z, y + z) = d(x , y) et d(rx , ry) = rd(x , y) 

pour tous x t y t z G X et r > 0. En particulier, elle n’est pas bornée, car 
d(X x X ) = R+. Elle a la propriété de point intermédiaire : si d(x o,#i) = 
r > 0 et ro > 0 , r\ >0 sont tels que r = ro + n, alors il existe un point æ tel 
que d(x y x 0 ) = ro et d(x y x 1 ) = ri 


Exemple 1.2. Soit X un ensemble quelconque. Alors la fonction i : 
X x X ->> R, définie par 



0 , si æ = y 
1 , si x ^ y 


est une métrique (l’exercice 1 ). On note que i(X xl) = {0,l}. 


Cette métrique est différente des métriques définies par une norme (II.4). 
En particulier, i est bornée Par conséquent, même si l’ensemble X dans 
l’exemple 1.2 était vectoriel, la métrique i ne pourrait pas provenir d’une 
norme. 

Une boule (stricte) autour de x de rayon r > 0 est définie par 
Bd(x,r) :={ÿ 6 l: d(x,y ) < r} . 

Si la métrique est sous-entendue, nous abrégeons 

B r (x) = B (x y r) = B d (xy r). 

Dans l’exemple 1 . 2 , B(x y r) = {x} si 0 < r < 1 et B(x y r) = X si r > 1 . 
Ici l’intuition d’une boule provenant des espaces euclidiens est mise à mal ; 
une boule de rayon positif est un singleton . Une autre nouveauté est que 
la boule de rayon fini coïncide avec l’espace tout entier. 

On appelle la boule large autour de x de rayon r > 0, l’ensemble 

Bf{x) = B-(x,r) = Bj(x,r) := {y G X : d(x,y) < r} . 

Si (Xyd) est un espace métrique et A C X y alors la restriction dA de 
d sur A x A est une métrique, car les conditions (II.1)-(II.3) sont remplies 
pour x y y y z G A. On dit que dA est héritée de ou induite par (X y d) sur A. 

Dans un espace euclidien (l’exemple 1.1), si d(zoyZi) = 2r > 0, alors 
B s (zo)r\B s (zi) ^ 0 pour tout s > r. Cette propriété n’est plus valable pour 
sa restriction. 

7*0 V\ 

2. Il suffit de prendre x := —xo H- x\. 

r r 

3. Plus précisément, sup x y&x i{x y y) < 1 

4. Cependant, si on considère la distance euclidienne restreinte à certaines parties (par 
exemple, de R à N), alors on observe le même phénomène. 
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Exemple 1.3. Soit S := {{x y y) G R 2 : x 2 + y 2 = l} avec la métrique 
héritée de R 2 , à savoir 

d((xo 9 yo),(xuyi)) := y/(xi — æ 0 ) 2 + (2/1 -yo) 2 - 

On constate que d est bornée; plus précisément d(S x S) = [0,2]. Prenons 
deux points opposés de S y par exemple, d((0, —1), (0,1)) = 2. Cependant 
B r ( 0, —1) fl B r ( 0,1) = 0 pour r < y/2. Ceci contraste avec la propriété de 
la métrique dans un espace euclidien observée tout à l’heure. 

Dans tout espace métrique, on peut séparer deux éléments quelconques 
par des boules. 

Proposition 1.4. Si xo y xi sont deux éléments distincts d’un espace 
métrique , alors il existe r > 0 tel que B(xo y r) C\B(x\ y r) = 0. 

Démonstration. Puisque xo / aq, d’après (II. 2), d(x 0, x{) > 0. Posons 
r := \d(x o,æi). Si x G B(xo,r) flB(a;i,r), alors 

2r = d(x 0 yX\) < d(xo,x) + d(x y x 1) < 2r, 
ce qui est une contradiction. □ 


Un élément x d’une partie A d’un espace métrique (X, d) est dit isolé 
dans A s’il existe r > 0 tel que B(x y r)C\A = {x}. 

Un espace métrique est dit discret si tous ses éléments sont isolés. 

Exemple 1.5. Soit X := :neNi}u {0} avec la métrique d(x y y) := 
\x — y\ (héritée de R). Le seul point non isolé est 0. 

L’espace de l’exemple 1.2 est discret. La droite réelle R avec la métrique 

(II.5) d(x y y) := \x-y\ 

n’est pas discrète. L’ensemble Q des nombres rationnels muni de (II.5) n’est 
pas discret, mais l’ensemble Z des nombres entiers avec (II.5) est discret. 

Corollaire 1.6. Tout espace métrique fini est discret 


Démonstration. Soit (X y d) un espace fini et x G X. Alors d(x y y) > 0 
pour tout y G X \ {x}. Par conséquent, B(x y r) = {x} pour 

r = min {d(x y y) :y€X\ {x}} . 


□ 


Une partie V de X est dite un voisinage de x s’il existe r > 0 tel que 
B(x y r) C V. On note V(x) l’ensemble des voisinages de x. 

Dans de nombreux raisonnements les voisinages peuvent supplier les 
boules, simplifiant souvent le discours en le libérant de l’aspect numérique. 
Par exemple, x est un élément isolé d’une partie A d’un espace métrique si 
et seulement s’il existe V G V{x) tel que V fl A = {x} . 
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L’ensemble des voisinages d’un point a les propriétés suivantes (voir 
l’exercice 10) 


(v0) 

(vl) 

(v2) 

(v3) 

(v4) 


V IéV(i), 

xex 

v g V(x) => x g v, 

W dV e v(x) =^We V(æ), 


Vo, V\ G V(x) 
V G V{x) 


Vo n Vi G v(a), 


3 V V G V(w). 

wev(x) wew 


Bien entendu, (v3) entraîne que l’intersection d’un nombre fini de voisi¬ 
nages de x est un voisinage de x . 

Soit (X, d) un espace métrique et A une partie X. Le diamètre diamA 
de A est défini comme 


diamA := sup{d(xo,xi) : æo,æi G A} . 

Une partie d’un espace métrique est dite bornée si son diamètre est fini. 
Notamment le diamètre de l’espace de l’exemple 1.2 est 1. 

Soit ( X , d) un espace métrique. Pour toute partie A de X et r > 0, on 
définit la boule stricte autour de A de rayon r : 

(11.7) B d (A, r):={xeX: 3^ d(x, a) < r). 

Si la métrique est sous-entendue, alors on abrège la notation B r (A) ou 
B(A,r). Bien entendu, B r (A) = UaeA^( a )* 

La distance entre une partie H de X et un élément x de X est définie 
comme 

dist(æ, H) = d(x , H) := inf{d(x, h) : h G B}. 

Ainsi d(x f H) < r si et seulement si il existe h G H tel que d(x,h) < r, ce 
qui équivaut à æ G B r (H). Donc, 

(11.8) d(x, H) = 0 a; G O B r (H). 

• *r>0 

La distance entre deux parties F et H de X est définie par 

dist(F, H) = d(F, H) := inf{d(æ, H) : x G F}, 

donc d(F , H) = inf {d(x, y) : x G F, y G H} . 

Soit (X, d) un espace métrique. Une partie Q de X est dite dense si 
B r (x) C\Q ^ 0 pour tout x G X et chaque r > 0. Un espace est dit séparable 
s’il admet une partie dénombrable dense. 

L’exemple le plus connu est probablement celui de l’ensemble Q des 
nombres rationnels qui est dense dans R muni de (II.5). On observe que 

Proposition 1.7. Soit (X,d) un espace métrique. Une partie Q de X 
est dense si et seulement si d(æ, Q) = 0 pour tout x G X. 
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Démonstration. Comme B r (x)r\Q ^ 0 équivaut àxG B r (Q) (l’exer- 
cice 8b), donc Q est dense si et seulement si X C r\ r> oB r (Q) et, d’après 
une observation récente, d(x , Q) = 0 pour tout x G X. □ 

Lemme 1.8. Soit (X,d) un espace métrique. Si x,y G X et A C X, 
alors 

(II.9) \d(x,A) - d(y,A)\ <d(x,y). 

Démonstration. Six ,y G X , alors d(x,A) < d{x,a) < d(x i y)+d(y i a) 
pour tout a G A, donc d(x,A) < d(x,y) + d(y,A). De la même manière, 
d(y, A) < d(x, y) + d(x, A), d’où l’inégalité. □ 


2. Convergence des suites 

Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x n ) n d’éléments de 
X converge vers un élément x de X , ou que x est une limite de (x n ) n , si 
linira-KX) d(x n , x) = 0. 

Proposition 2.1. Si une limite d’une suite d’éléments d’un espace 
métrique existe, alors elle est unique. 

Démonstration. Si x,y sont deux limites de (x n ) n , alors 
d(x,y) < d(x,x n ) + d(x n ,y) 

pour tout n, donc 

d(x, y) < lim n ^oo(d(x, x n ) + d(x n ,y)) 

= lim n ^oo d(x 9 x n ) + lim n ^oo d(x n , y) = 0. 

□ 


Ayant établi l’unicité de la limite de suite, nous pouvons noter 

x = lim n _>oo x n 


quand (x n ) n converge vers x. 

En réécrivant la définition de la convergence d’une suite numérique 
(d(x n ,x)) n vers 0, on obtient la condition : x = lim n _>.oo x n si et seulement 
si pour tout r > 0 il existe n r G N tel que d(x n ,x) < r pour tout n > n r . 
Autrement dit, x = lim n _>.oo %n si et seulement si 


( 11 . 10 ) 


c’est-à-dire 


V 3 V x n 

r >0 n r GN n>n r 


G B r (pc), 


Proposition 2.2. Dans un espace métrique, x = lim n ^.oo^n si et seule¬ 
ment si pour tout voisinage V de x , l’ensemble {n G N : x n fi V} est fini. 

Démonstration. Si x = lim n _>.oo#7i et V G V(x), alors il existe r > 0 
tel que B r (x) C V et, d’après (11.10), il existe n r G N tel que {x n : n > n r } C 
B r (x) c V, donc {n G N : x n (jÉ. V} est fini. 

Réciproquement, si r > 0 alors B(x , r) G V(x), donc {n G N : x n £ B r (x)} 
est fini, ainsi si n > max {m G N : x m £ B r (x)} , alors x n G B r (x). □ 
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La proposition 2.2 montre que, dans Pétude de la convergence des suites, 
on peut délaisser Pordre de Pensemble des indices, car ce qu’y importe sont 
les parties cofinies de cet ensemble. Plus précisément, si (X y d) est un espace 
métrique, I est un ensemble dénombrable infini et /:/—>• X est une suite, 
alors lim / = x si et seulement f~ x {Y) est cofinie dans I pour tout V G V(x). 

Observons que 

Proposition 2.3. Un point x d } un espace métrique est isolé si et seule¬ 
ment si x = limn^ooXn implique que ( x n ) n est stationnaire. 

Démonstration. Un point x n’est pas isolé si et seulement si pour tout 
n G Ni il existe x n G Bi (x) tel que x n ^ x y c’est-à-dire x = lim n _>.oo %n et 

n 

(x n ) n n’est pas stationnaire. □ 

Corollaire 2.4. Un espace métrique est discret si et seulement si toute 
suite convergente est stationnaire. 


Du point de vue de la convergence des suites, on considère uniquement 
les situations où la distance entre les termes de la suite et le point limite 
tend vers 0 ; on peut donc ignorer les grandes valeurs de la métrique, par 
exemple, celles supérieures à 1 . 

Deux métriques d y h sur un même ensemble X sont dites (topologique- 
ment) équivalentes si 

lim n ^oo d^Xyi , x) = 0 v lim n ^oo > *e) = 0 

pour toute suite ( x n ) n et tout x. Elles sont appelées fortement équivalentes 
s’il existe co, c\ >0 tels que pour tous x y y dans X , 

co d(x , y) < h(x y y) < c\ d(x, y). 

Bien sûr, deux normes équivalentes induisent les métriques fortement équiva¬ 
lentes. Il est évident que deux métriques fortement équivalentes sont équiva¬ 
lentes. L’implication réciproque n’est pas vraie. 


Exemple 2.5. Soit X := {x G N : x > 0}. Les fonctions i(x y y) := 0 si 
x = y et i(x y y) := 1 si x ^ y, et h(x y y) := ~ — ÿ sont deux métriques 

équivalentes. Effectivement, lim n ^oo^(#n>#) = 0 si et seulement s’il existe 
no tel que x n = x pour tout n > no si et seulement si lim n _>.oo h(x ny x) = 0 , 
c’est-à-dire les seules suites convergentes sont les suites stationnaires. Par 
conséquent, i et h sont équivalentes. Elles ne sont pas fortement équivalentes, 
car si co > 0 et 


pour tout n G 


co=coi< ;;';rTï )s ' ,( 

l , alors co = 0 . 


r) = 


nn+V n(n + 1 ) 


Proposition 2.6. Toute métrique admet une métrique équivalente bor¬ 
née. 
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Démonstration. Si d est une métrique, alors la fonction S := min(d, 1) 
est une métrique (Pexercice 3). Puisque Bd(x,r) = Bs(x,r) si 0 < r < 1, les 
convergences des suites pour les deux métriques sont les mêmes. □ 

Proposition 2.7. Dans un espace métrique, six = lim n _Kx> x n et ( x nk )k 
est une suite extraite de ( x n ) n , alors x = lim^oo(top). 

Démonstration. Si x = l\m n ^ooX n alors pour tout e > 0 il existe n £ 
tel que {x n : n > n £ } C B e (x). Puisque lim^oo^fc = oo il existe k £ tel que 
n& > n e , donc x nk G B £ (x) pour tout k > k £ . □ 

Proposition 2.8. Dans un espace métrique, si x ^ lim n _»oo#n alors il 
existe une suite extraite (yk)k de la suite ( x n ) n telle que x ^ lim p _>.oo yk p 
pour toute suite ( yk p )p extraite de (yk)k (top). 

Démonstration. Si x ^ lim^oo alors d’après la proposition 2.2, il 
existe e > 0 tel que A := {n G N : x n G B £ (x)} est infini. Bien entendu, la 
suite ( x n ) n€ A n’a aucune suite extraite convergente vers x. □ 

Proposition 2.9. Dans un espace métrique, six = lim^oo^n et x n = 
lim^oo x n ,k pour tout n G N, alors il existe f : N —> N telle que x = 
lim^oo x Ui k n pour toute suite ( k n ) n telle que k n > f(n) pour tout n (metr). 

Démonstration. Puisque x = lim n _>.oo x n , il existe n\ tel que x n G 
B\(x) pour tout n > ni, et comme x n = lim^oo#n,Jb il existe f\ : N ni —> N 
telle que x Uy k G B\(x) pour tout k > /i(n) et n > ni. 

Si nous avons trouvé des nombres naturels ni < U 2 < ... < n p et 
/i, h, • • •, fp tels que f q :N q ->N pour 1 < q < p avec f q (n) < / g +i(n) pour 
n G Ng+i, et 

n>n q ,k> f q (n) => x nyk G Bi(x), 

Q 

alors, il existe n p + 1 > rip et f v : N p —> N avec f p (n ) < / p +i(n) telle que 
x Ui k G Bi(x) pour tout n > n p et k > f p (n). Soit 


foo ( n ) 


su PpeNi fp( n )> si n > n p , 
0, sinon. 


Il est clair que x Uy k G B\{x) si n > n p et k > /oo(n). Par conséquent, si 

* p 

kn > foo(n), alors liir^-*» x n<kn = x.). □ 


Si (x ny k)k est une suite pour tout n, alors une suite ( x np ,k p )p s’appelle 
transversale de ((x n ,fc)fc)n si limp-Kx>rop = ex). 

Corollaire 2.10. Dans un espace métrique, si x = lim^oo^n et x n = 
lim^—^oo x Uy k pour tout n, alors il existe une suite transversale ( x np ,k p )p telle 
que x = limp-K» x„ p , kp (metr). 

Ce corollaire peut être prouvé directement (Voir l’exercice 13). 
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Figure II. 2 . Une suite ( x n ) n converge vers x^. Dans chaque 
boule autour de Xqo contenant x ni x n t>x n tt respective¬ 

ment, il y a Æ n> fc, av,fc'> aV'.fc") • • • formant une suite transversale 
convergeant vers x^. 


Proposition 2.11. Soit (X,d) un espace métrique et A c X. Alors 
d(x i A) = 0 si et seulement s’il existe une suite ( a n ) n d’éléments de A telle 
que x = lim n _*x> o, n . 

Démonstration. Si une telle suite existe, alors d(x,A) < d(a ni x) 
pour tout ne N, donc d(x,A) < lim n _>.oo d(a n ,x) = 0. Réciproquement, 
si d(x y A) = inf aGi 4 d (x, a) = 0, alors pour tout n G Ni il existe a n G A tel 
que d(a ni x) < donc lim n _>.oo d(a n ,x) =0. □ 


3. Continuité métrique 


Soit / : X —> Y y où X, Y sont des espaces métriques et dx,dy leurs 
métriques respectives. On dit que / est continue (en x) si pour tout e > 0 
il existe S > 0 tel que dx(w,x) < S entraîne dy(/(w)>/( x )) < e pour tout 
w e X. En termes des voisinages, / est continue en x si et seulement si 


ce qui revient à 


(5) 


V 3 f(W) c V , 
V"ev(/(æ)) Wev(x) 


V 3 W c rHV). 
vev(f(x)) wev(x) 


Une application / : X —> Y est dite continue si elle est continue en x 
pour tout x e X, c’est-à-dire 


(mi) 


V y 3 f(B(x,5))cB(f(x),e). 
xex e>o s>o 


5. Notons que f(Bs(x)) C B e (f(x)) équivaut à Bs(x) C / -1 (B e (/(;c))). Plus générale¬ 
ment, f(A) C B équivaut à, A C / -1 (B). Effectivement, en appliquant / -1 à la première 
inclusion, nous obtenons A C f~ 1 (f(A)) C / -1 (B), et, en appliquant / à la seconde 
inclusion, nous avons f(A) C f(f~ 1 (B)) C B. 
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Nous allons voir que la continuité ne dépend pas des métriques particu¬ 
lières, mais seulement des suites convergentes. 

Disons qu’une application / : X —> Y est séquentiellement continue en 
x si x = lim n _>.oo#7i entraîne f(x) = lim n _>.oo f(x n ) pour toute suite ( x n ) n , 
séquentiellement continue si elle est séquentiellement continue en x pour tout 

Proposition 3.1. Une application entre les espaces métriques est conti¬ 
nue en x si et seulement si elle est séquentiellement continue en x. 

Démonstration. Soit / : X —► Y une application continue et ( x n ) n 
une suite convergente vers x. Si e > 0 alors il existe S > 0 tel que f(Bs(x)) C 
B e (f(x)). Comme x = lim n _>.oo#7i il existe n$ tel que x n G B$(x ), donc 
f(x n ) G B £ (f(x)) pour tout n > n s , ce qui prouve que f(x) = lim n _»oo f(x n ) ; 

Réciproquement, si / n’est pas continue, alors il existe x G X et e > 0 tels 
que pour tout n G N il existe x n G Bi(x) \ f~ 1 (B(f(x),e)). Ceci implique 

n 

que lim n _K)o#7i = x, et f(x n ) ^ B(f(x),e) pour tout n, donc ( f{x n )) n ne 
converge pas vers f(x). □ 

Proposition 3.2. Si f : X Y et g : Y Z sont continues, alors 
go f est continue. 

Démonstration. Si x = lim n ^oo^n> alors f(x) = lim n ^oo/(#n)> car 
/ est continue, donc g(f(x)) = lim n ^ 00 g(f(x n )), car g est continue. □ 

Proposition 3.3. Si f,g : X Y sont deux applications continues et 
f\ A = gl^, où A est une partie dense de X, alors f — g. 

Démonstration. Comme A est dense, pour tout x G X il existe une 
suite ( x n ) n dans A telle que x = lim^oo^. D’après la continuité de / et 
g, on a f(x) = lim n _>oo f(x n ) = lim n _>oo g(x n ) = g{x). □ 

Une application bijective continue f : X -¥ Y s’appelle un homéomor¬ 
phisme si / -1 est également continue. 

Exemple 3.4. Soit X := : n G N} U {0} C K. On considère sur X 

deux métriques : i de l’exemple 1.2 et d(x,y) = \x — y\ (héritée de la droite 
réelle R). Si ix ' X —> X dénote l’identité (c’est-à-dire ix(%) •= x pour tout 
x G X), alors ix est une bijection, continue de ( X,i ) dans (X, d), mais ce 
n’est pas un homéomorphisme. 

Une application / : X —> Y est dite uniformément continue si pour tout 
e > 0 il existe 5 > 0 tel que dx{x,w) < S implique dy{f{x), f(w)) < e pour 
tous x,w G X. Autrement dit, si 

(11.12) V 3 V f(B s (x))cB e (f(x)). 

e>os> o xex 

Bien entendu, toute application uniformément continue est continue. En 
effet, / est continue si (H.ll) est valable pour tout x G X, où S dépend de e 
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et de x, tandis que / est uniformément continue si (11.12), c’est-à-dire 8 ne 
dépend que de e^. 

Un homéomorphisme n’est pas forcément uniformément continu. 

Exemple 3.5. Tout intervalle ouvert non vide de la droite réelle R est 
homéomorphe avec R. Par exemple, tan :] — f, §[—► R est un homéomor¬ 
phisme, car c’est une fonction bijective, dont la fonction réciproque, arctan 
est continue. 

La fonction tan n’est pas uniformément continue, car si on considère une 
suite ( x n ) n telle que n = tanx n , alors, d’après le théorème de Lagrange, il 
existe une suite ( w n ) n telle que x n <w n < x n +i et 

1 = tanx n +i - tanx n = — \ —(x n +i - x n ). 

cos 2 w n 

On note que lim^oo Xn = lim n ^oo w n = §> donc lim n ^oo cos 2 w n = 0 et, par 
conséquent, lim n _>.oo |#n+i — x n \ = 0, ce qui contredit la continuité uniforme 
de tan. 

Une application / : X —> Y est dite lipschitzienne s’il existe r > 0 tel 

que 

(11.13) d Y (f(x 0 ),f(x 1 )) <r-dx{xo,xi) 

pour tous xo,xi £ X. Le nombre r le plus petit pour lequel (11.13) soit 
valable s’appelle constante de Lipschitz de /. 

Proposition 3.6. Toute fonction lipschitzienne est uniformément conti¬ 
nue. 

Démonstration. Pour tout e > 0 il suffit de poser 8 := | (avec la 
convention | := oo) pour que la condition définissant la continuité en x soit 
vérifiée pour tout x e X. □ 

Proposition 3.7. Pour toute partie A , la distance de A est lipschit¬ 
zienne, donc uniformément continue. 

Démonstration. D’après (II.9), d(-, A) est lipschitzienne (avec la cons¬ 
tante 1), donc uniformément continue. □ 

Une application surjective f : X Y est dite isométrie si 

(11.14) d Y (f(x 0 ), f(x i)) = d x (x 0 , xi) 
pour tous xo,x\ G X. 

Proposition 3.8. Toute isométrie est un homéomorphisme uniforme. 

Démonstration. Une isométrie est évidemment lipschitzienne, donc 
continue uniformément. D’autre part, une isométrie est injective, car si selon 

(11.14) , f(x o) = f(x i) implique xo = xi, et l’application réciproque est 

également isométrie. □ 

6. Pour tout ne N, soit f n (x) := x n . Les fonctions fo et f\ sont lipschitzienne (avec 
les constantes 0 et 1 respectivement), tandis que f n sont continues mais pas uniformément 
continues pour n > 2. 
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4. Produits dénombrables des espaces métriques 

Rappelons que si J et Xj , pour tout j G J, sont des ensembles, alors la 
projection n : YljeJ Xj Xk es ^ définie par 

(11.15) 7Tk(x) := x(k). 

Soit (-Xi, c?i), ( X 2 , CÎ2 ),,. • •, (A n , d n ) des espaces métriques. Une métrique 
d sur n£=i Xk est dite métrique-produit si 

lim d(x P) x) = 0 V lim dk(x p (k) ) x(k)) = 0. 

p—ïoo l<k<n p—ïoo 

Autrement dit, une métrique-produit détermine la convergence simple , c’est- 
à-dire composante par composante, des suites dans le produit : 


x = lim p _>oo x p 


si x(k) = lim^-KX) x p (k) pour tout 1 < k < n. 

D’après l’exercice 6, les fonctions 

(11.16) D 2 (x,y) := (^ =1 d k( x ( k )>v( k )) 2 )^> 

(H.17) Di(x,y) := YT k=1 d *( x k<Vk), 

(II.18) Doo(x, y) := maxi<*.< n d k (x k , y k ) 

sont des métriques équivalentes et sont toutes des métriques-produit. 

Soit maintenant (A n ) nG N une suite d’espaces métriques. Par définition, 
Y espace-produit es ^ mun i de la convergence simple des suites : 


lim fk = f 

fc-KX) 


V lim f k (n) = f(n). 
neN k-*oo 


Toute métrique sur üneN X n compatible avec la convergence simple est 
dite une métrique-produit 

D’après la proposition 2.6, toute métrique est topologiquement équiva¬ 
lente à une métrique bornée. Donc pour tout n G N il existe sur X n une 
métrique dn bornée par 1 et compatible avec la convergence des suites dans 
X n . Il est évident que la fonction 

(11.19) d(f,g):='£^ d n(f(n),g(n)) 

neN 


est une métrique (bornée par 2) sur 

Proposition 4.1. La métrique (11.19) est une métrique produit 


Démonstration. Effectivement, si lim^oo fk = /> alors 

0 = lim fc ^oo d(f k , f) > lim* —>00 -^dn(f k {ri), f{n)) > 0, 
donc limj^oo fkip) — f( n ) pour tout w G N. 
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Réciproquement si lim^oo fk(p) = f( n ) pour tout n G N et £ > 0, alors 
il existe n £ G N tel que 

oo - 00 1 

S ÿrdn(/(»),p(«)) < S ÿï < I 

pour tous /, g G üneN D’autre part, pour tout n < n e il existe fc n (6r) G N 
tel que d n (fk(n), f(n)) < \ pour k > k n (e). Par conséquent, pour k > 
max n < ne fc n (£), 

d(fk,f) ^JS^r + |< £ - 

7l<7l e 

□ 


Corollaire 4.2. SW W un espace métrique. Une application h : W 
YlneN Xn est continue si et seulement siir n oh est continue pour tout n G N. 

Démonstration. Si h est continue, alors 7r n o h est continue en tant 
qu’une composition d’applications continues. 

Si h n’est pas continue, alors il existe ( Wk)k et w pour lesquels w = 
limfc->oo w k et h(w) ^ lim^ooM^fc)» donc, en vertu de la proposition 4.1, il 
existe n pour lequel ir n (h(w)) ^ lim^oo c’est-à-dire 7r n o h n’est 

pas continue. □ 

Exemple 4.3. L’espace X := [0,1] N , où [0,1] porte la métrique natu¬ 
relle, s’appelle le cube de Hilbert. 


Remarque 4.4. Tout espace métrique fini est discret. Donc tout produit 
fini IILi (°> !} est discret. Cependant, la convergence du produit dénom¬ 
brable infini üneN {0> 1} du même ensemble {0,1}, n’est pas discrète. 

Exemple 4.5. Considérons l’espace discret {0,1} de l’exemple 1.2 et 
le cube de Cantor {0,1} N := üneN {0> 1} avec convergence-produit. 

D’après la proposition 4.1, r = lim^oo r^ si et seulement si r(n) = 
limfc_>oo rfc(n) pour tout n G N. Donc, puisque X n = {0,1} est un espace 
discret, il existe k{n) tel que r(n) = r^(n) pour tout k > k(n). 


Dans (1.12) nous avons défini Y ensemble de Cantor C. Il consiste des 
nombres r G [0,1], dont une représentation ternaire 


00 




71=1 


r(n) 

3 n 


est telle que r(n) G {0,2} pour tout n G N. On munit C de la métrique 
héritée de R. 


Proposition 4.6. Soit (rk)k une suite d’éléments de l’ensemble de Cantor 
C. Alors r = lim^^oo^A; si et seulement si pour tout n il existe k(n) tel que 
rk(n ) = r(n) pour tout k> k(n). 


7. Si d est une métrique sur {0,1}, alors d( 0,0) = 0,d(l, 1) = 0 et r := d( 0,1) > 0. 
Donc d{x y y) = r • i(a?,y), où i est la métrique de l’exemple 1.2. 
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Démonstration. Soit r = lim^oo^- Supposons qu’il existe n G Ni 
tel que r(n) ^ r^(n) pour l’infinité de A; G Ni. Soit no le plus petit n avec 
cette propriété. Alors d’après (1.13), 

3^<k —^1 

pour une infinité de A;, contredisant l’hypothèse. 

Réciproquement, si e > 0, alors il existe n £ G N tel que 

y l»(n)-y(n)| A 2 

Z-/ 371 — Z-/ 3 n ^ £ 

n>rie n>n e 

pour tous x,y G C. D’autre part, d’après l’hypothèse, pour tout n < n £ il 
existe k(n) tel que r^(n) = r(n) pour chaque k > k(n). Donc pour tout 
k > max {k(n) : 1 < n < n £ }, 


|r-r fc | < 

n>n e 


kfc(n) -r(n)| 
3 n 


< e. 


□ 

Corollaire 4.7. L’ensemble de Cantor C est le cube de Cantor {0,1} N 
sont homéomorphes. 


5. Intérieur, fermeture, ouverts et fermés 

Soit (X, d) un espace métrique et A C X. L’intérieur intA de A est 
défini comme l’ensemble des x tels que A G V(x). Ainsi les propriétés de 
l’ensemble des voisinages (v0)-(v4) sont équivalentes celles de l’intérieur : 
pour tous A , B, Ao, Ai c X , 

(10) X C int X, 

(11) intAcA, 

(12) Ad B => int A C int B, 

(13) int Ao fl int Ai c int(Ao H Ai), 

(14) int(int A) = int A. 

La fermeture cl A (dite aussi, Y adhérence adhA) de A est définie comme 
l’ensemble des points x tels que V fl A ^ 0 pour tout V G V(x). 

On observe que 

cl A = (int A c ) c . 

Effectivement, x fi cl A si et seulement s’il existe V G V(x) tel que VnA = 0, 
c’est-à-dire V C A c , donc A c G V{x). 
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D’après la loi de De Morgan, pour tous A,B,Ao,A\ c X , 

(cO) cl0C0, 

(cl) iccli, 

(c2) A C B => cl A C clD, 

(c3) cl(i4 0 U Ai) C cl A 0 U clii, 

(c4) cl(cl A) = cl A. 

Parfois, pour plus de précision, on désigne les opérations de l’intérieur et 
de la fermeture sur X par intx A et clx A au lieu de int A et cl A respecti¬ 
vement. 

Proposition 5.1. Dans tout espace métrique, x G cl A si et seulement 
s’il existe une suite ( x n ) n d’éléments de A telle que 

X = lim n ^oo x n • 

Démonstration. Par définition, a: G cli si 7 fl i ^ 0 pour tout 
V G V(x), en particulier, pour tout n G Ni il existe x n G B\(x) fl A. Ainsi 

n 

(x n ) n est une suite d’éléments de A convergeant vers x. 

Si ( x n ) n est une suite d’éléments de A telle que x = lim^oo^m alors 
pour tout V G V{x) il existe n tel que x n G V H A. □ 

Il s’ensuit que la fermeture et, de manière équivalente, l’intérieur et les 
voisinages, sont déterminés par la convergence des suites et non par des 
métriques particulières qui lui correspondent. 

Une partie A de X s’appelle ouverte si A G V(x) pour tout x G A. 

Proposition 5.2. Soit (X,d) un espace métrique. Alors 

(1) L’ensemble vide et l’espace tout entier sont ouverts; 

(2) Toute union d’ouverts est ouverte; 

(3) Toute intersection finie d’ouverts est ouverte. 

Démonstration. L’ensemble 0 est ouvert, car il n’y a pas de int0 = 
0. L’espace entier X est ouvert, car X G V{x) pour tout x G X. 

Si V est une famille d’ouverts et x G alors il existe Do G V tel 

que x G Do C int .Do C int (J De z>D. Si V est une famille finie d’ouverts, et 
x ^ CÏDev D C fl Dev ^ D = int Hdgp ^ 

Les propriétés d’un espace métrique qui peuvent être formulées en termes 
des ouverts s’appellent topologiques. 

Proposition 5.3. Dans tout espace métrique, la boule stricte B(x,r) est 
ouverte pour tous x G X et r > 0. 

Démonstration. Soit y G B(x, r), c’est-à-dire d(y,x) < r. Montrons 
qu’il existe s > 0 tel que B (y, s) C B(x,r). Soit s := r — d(y,x) et z G 
B(y,s ), c’est-à-dire d(y,z) < r — d(y,x). Par conséquent, 

d(x , z) < d(x , y) + d(y , z) < d(x , y) + r - d(y , x) = r, 
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c’est-à-dire z G B(x,r), ce qui complète la preuve. □ 

Proposition 5.4. Dans tout espace métrique, la boule large B-(x , r) est 
fermée pour tous x G X et r > 0. 

Démonstration. Si y £ B-(x,r), alors d(y i x) > r. Montrons que si 
s := d{y,x)—r , alors B K (y,s)fli?-(x, r) = 0, c’est-à-dire y £ cl (B-(x,r)). 
Effectivement, si 2 G B K {y, s) fl B-{x, r), alors d(z,y) < s et d(z,x) < r , 
donc d(y, x) < d(z,y) + d(z y x) < s + r = d(y,x) — r + r = d(y y x), ce qui 
est une contradiction. □ 

En conséquence, 

Corollaire 5.5. Dans tout espace métrique, B(A,r) est ouverte pour 
tous Ad X etr > 0. 

Démonstration, (l’exercice 17) □ 

Une partie F d’un espace métrique (X, d) est dite fermée si X \ F est 
ouverte. Ainsi 

Corollaire 5.6. Soit (X,d) un espace métrique. Alors 

(1) L’ensemble vide et l’espace tout entier sont fermés; 

(2) Toute intersection de fermés est fermée; 

(3) Toute union finie de fermés est fermée. 

Les ouverts et les fermés sont déterminés par l’intérieur, donc, de façon 
équivalente, par la fermeture, ainsi que par les voisinages. La réciproque est 
aussi vraie. En effet, 

Proposition 5.7. Pour toute partie A d’un espace métrique X, 

clA = n F, 

où Ta désigne l’ensemble de tous les fermés incluant A. 

Démonstration. L’idempotence de cl implique que cl A est fermé, donc 
cl A G T Ai donc C\FeF A ^ c c ^* D’autre part) D FeF A F es ^ un ^ erm ^ 
incluant A et, par conséquent, 

clAcclfl fcH clF c Pi F- 

1 *FeF A 1 'F€?a 1 'F€?a 

□ 

Exemple 5.8 (espace discret). Considérons un espace métrique discret 
sur un ensemble X , c’est-à-dire les suites convergentes sont stationnaires. La 
métrique de l’exemple 1.2 est compatible. Par conséquent, V G V(x) si et 
seulement si x G V ; en particulier, {x} G V(x). En conséquence, int A = 
A = cl A pour toute partie A de X. Donc toute partie de X est ouverte 
et fermée. Ainsi toute application de X dans un autre espace métrique est 
continue. 
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Soit X un espace métrique et x G X. Alors x est dit un point d’accumu¬ 
lation d’une partie A de X si VTl(A\{:r}) ^ 0 pour tout V G V(x). Notons 
que x est un point d’accumulation de A si et seulement si x G cl(A \ {#}). 

L’ensemble dA := cl A fl cl A c est dit la frontière de A. Bien sûr, une 
partie d’un espace métrique et son complémentaire ont la même frontière. 

Observons que la frontière de A consiste des points qui sont dans la 
fermeture mais pas dans l’intérieur de A . En effet, 

dA := cl A fl cl A c = cl A fl (cl A c ) cc = cl A \ int A. 

Il est bien évident que 

Proposition 5.9. Une partie A est ouverte si et seulement si A C int A. 
Une partie A est fermée si et seulement si cl A C A. 

Il s’ensuit que dans un espace métrique, les ouverts , les fermés , Vintérieur 
et la fermeture sont des expressions équivalentes de la même structure, 
dite topologie d’un espace métrique. La proposition 5.1 montre qu’ils sont 
caractérisés par la convergence des suites. Mais, à leur tour, ils caractérisent 
cette convergence. Effectivement, comme tout voisinage d’un point inclut 
son voisinage ouvert, la proposition 2.2 entraîne que 

Proposition 5.10. Dans un espace métrique, x = lim n _>ooX n si et 
seulement si pour tout ouvert O tel que x G O, l’ensemble {n : x n £ O} 
est fini. 


6. Adhérence de suite 

Un élément x d’un espace métrique appartient à Vadhérence adh n _>oo x n 
d’une suite ( x n ) n si V fl {x m : m>n} ^ 0 pour tout V G V{x) et tout 
n G N. Autrement dit, 

adh n _>oo x n - P) n6N cl { Xm ■m>n}. 

Bien entendu, 

x = lim n _>00 Xfi — y adh n _>oo x^ — {x} , 

car six = lim n _>oo x n , alors x = lim^^oo x nk pour toute suite {x nk )k extraite 
de ( x n ) n , donc adh n _>ooX n = {x}. La réciproque n’est pas vraie. 

Exemple 6.1. Dans R on définit x n := n pour n pair et x n := ^ si n 
est impair. Alors adh n _>ooX n = {0}, mais ( x n ) n ne converge pas. 

Pour une suite ( x n ) n dans un espace discret, 

adh n _>oo x n = kern—>oo 

car dans un espace discret, cl A = A pour toute partie A. 

Proposition 6.2. Dans un espace métrique, 

x G adh n _>oo x n 

si et seulement s’il existe une suite extraite {x nk )k de ( x n ) n telle que x = 
lim/j—>oo • 
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Démonstration. Si ( x nk )k est une suite extraite de ( x n ) n convergeant 
vers x, alors pour tout V G V(x) il existe ky tels que x nk G V pour tout 
k > ky. Puisque ( nk)k tend vers oo, pour tout n il existe k > ky tel que 
rifc > n, donc V fl {x m : m> n} ^ 0. 

Réciproquement, x G rineN c H x m : m > n} si et seulement si Bi{x) fl 

7% 

{x m : m > n} ^ 0 pour tout n, alors il existe m n > n tel que x mn G Bi(x). 

n 

Donc limn-^ooX^ et (m n ) n tend vers oo, donc ( x mn ) n est une suite extraite 
de ( x n ) n . □ 

Exemple 6.3. Si (q n ) n est une suite injective telle que Q = {q n : n G N}, 
alors adhn-^oo q n = R. 


Exercices 

Solutions : pages 277-286. 


(1) ★ Soit X un ensemble quelconque. Montrer que la fonction i : X x 
X —> R définie par i{x,y) := 0, si x = y et z(x, y) := 1, si x ± y , 
est une métrique. 

(2) ★ Décrire toutes les métriques sur {0,1}. 

(3) ★ Soit ( X , d) est un espace métrique et t > 0. Vérifier que la fonction 

S(x,y) := min (d(x,y),t) 


est une métrique. 

(4) Montrer que si d est une métrique sur X, alors 

<*(*>!/) 

y) •— i , j/ \ 

1 + d(x,y) 

est une métrique bornée par 1 topologiquement équivalente à d. 

(5) Soit ||’|| 2 , IHli, IHloo des normes sur R n définies par 


i' 1 »! : = YLi i**i ' 

kilo. := maxi< fc <„ |i*|. 


Définissons les fonctions suivantes sur R n x R n —> R : 


d 2 (x,y) := \\x-y\\ 2 , 
di(x,y) := llx-yll,, 
doo(x,y) := Hœ-i/lloo. 

Montrer que 

(a) d 2 ,di,doo sont des métriques, 
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(b) pour tout X, 

(11-20) à 11*11! < 11*1100 < Nia < ll*lll . 

donc pour tous x> y> 

H di(x,y) < doo(x,y) < d 2 (x,y) < di(x,y). 

(6) Soit (Xi,< 7 i), (X 2 ,g 2 ), • • •, (X n ,g n ) des espaces métriques et 

£> 2 (x,y) := (^ =1 5fc(*fc,yfc) 2 ) 5 , 

Di(x,y) := ^ =1 Pfc(*fc,î/fe), 

Doo(x,y) := maxi<k<n9k(xk,yk)- 

Montrer que les fonctions Ax> sont des métriques équiva¬ 

lentes sur IILi 

(7) Soit X , y deux espaces métriques et d la métrique de Y. Montrer 
que 

D(f,g ) := sup x€X d(f(x),g(x)), 
est une métrique sur Cb(X,Y). 

(8) Soit ( X , d) un espace métrique et r > 0. Considérons la relation B r 
suivante 

(x, y) G d(x, y) < r. 

Montrer que 

(a) B r * = B r , 

(b) y G B r A *<=> {y} fl A ^ 0, 

(c) D H B r A ^ 0 B r D nA^0. 

(9) Montrer que diam(B r A) < diam(A) + 2 r. 

(10) Montrer que l’ensemble des voisinages V(x) de x vérifie (v0)-(v4). 

(11) Montrer que toute suite convergente principale est stationnaire. 

(12) Montrer que x = lim n _>ooX n si et seulement si pour toute suite 
extraite ( x nk )k il existe une suite extraite ( %n kp )p telle que x = 

lrnip-^oo x nkp . 

(13) Montrer que si x = lim n _>oo x n et x n = lim^oo pour tout 
n G N. Alors il existe (n p ) p , ( k p ) p tendant vers oo telles que x = 
lim^-Hx) %n p ,k p . 

(14) Soit d une métrique sur X. Montrer que 

(a) pour tout y G X la fonction x d(x, y) est continue, 

(b) pour tous x, x\ y , y ' G X , 

| d(x, y) - d(x\ y') \ < d(x, x') + d(y , y '), 

(c) d : X x X —> R est continue. 
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(15) ★ Déduire de l’exercice 14 la proposition 5.3 (toute boule stricte est 
ouverte). 

(16) ★ Déduire de l’exercice 14 la proposition 5.4 (toute boule large est 
fermée). 

(17) ★ Soit B ( A , r) := {y G X : 3 d(x , y) < r} et A une partie non 

xeA 

vide. Montrer que 

(a) B ( A , r) est ouverte pour tout r > 0, 

(b) Ç) r>0 B{A,r)=c\A. 

(18) Soit C l’ensemble de Cantor. Montrer que 

(a) C est homéomorphe à son carré C x C, 

(b) C est homéomorphe à C n pour tout n G Ni, 

(c) C est homéomorphe à C Ho . 

(19) ★ Montrer que si un espace métrique a au moins 2 éléments, alors 
il admet au moins 4 ouverts différents. 

(20) ★ Déterminer intR Q et cIr Q. 

(21) ★ Montrer que Z est fermé dans R. 

(22) ★ Montrer que 

(a) AcC^clAcclC, 

(b) cl(A\JB)=clA\JclB, 

(c) cl (A fl B) C cM fl cl B, 

(d) il existe A , B tels que cl A fl cl B ^ cl(A fl B). 

(23) ★ Si X est un espace métrique et Y est un sous-espace de X , alors 
pour une partie A de Y, il existe sa fermeture cly A dans Y, ainsi 
que sa fermeture clx A dans X. Observer que 

(a) cly A = Y fl clx A, 

(b) si Y est fermé dans X , alors cly A = cIa" A , 

(c) si Y est dense dans X et O est un ouvert de X , alors 

clx (O H Y) = clx O. 

(24) Montrer que tout ouvert non vide de R est l’union dénombrable 
disjointe d’intervalles ouverts. 

(25) Soit (q n )ne N une suite de termes distincts telle que Q = {q n : n G N}. 
Soit 

Montrer que (a) A est ouvert, (b) cl4 = R, (c) A ^ R. 
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(26) Soit {Xj : j G J} une famille d’ensemble tels que Xj fl Xjf = 0 si 
j zfi j f . Soit X := (J j eJ Xj. Notons j x l’élément de J pour lequel 
x G Xj. Soit dj une métrique sur Xj , bornée par 1, pour tout j G J. 
Montrer que 


(a) la fonction 


d{x,y) := | ^ 
est une métrique. 


(x,y), si 3 jeJ x,yeXj, 
autrement, 


(b) si x = lim n _^oo x n , alors il existe no et j G J tel que x n G Xj 
pour tout n > no- 

(c) la partie Xj de X est ouverte et fermée pour tout j G J. 

(d) Observer que si Xj := {xj} , alors ( X , d) est un espace discret. 


(27) * Soit X , Y espaces métriques et f : X -ï Y. Montrer les équiva¬ 
lences : 


(a) / est continue, 

(b) f~\0) est ouverte pour tout ouvert O de y, 

(c) / -1 (F) est fermée pour tout fermé F de Y. 

(28) ★ Une application / : X —> Y est ouverte si f(0) est ouvert pour 
tout ouvert O de X. Elle est fermée si f(F) est fermé pour tout 
fermé F de X. Donner un exemple d’application continue injective 
qui n’est ni ouverte ni fermée. 

(29) Si / : X y, alors Gr (/) := {(x,y) eXxY:y = f(x)} est le 
graphe de /. Montrer que 

(a) si / est continue, alors Gr(/) est fermé dans l’espace produit 
ixy, 

(b) il existe une fonction qui n’est pas continue et dont le graphe 
est fermé, 

(c) si / est continue, alors Gr(/) est homéomorphe à X. 



CHAPITRE III 


Espaces topologiques 


Le lecteur qui s’intéresse principalement aux espaces métriques peut 
omettre ce chapitre lors de la première lecture sans incidence particulière 
sur la compréhension de la partie métrique. 

Les espaces métriques se sont avérés insuffisants pour exprimer des con¬ 
cepts de distance et de continuité dans beaucoup de modèles mathématiques. 
Par exemple, la convergence simple de fonctions à valeurs réelles sur un 
ensemble non dénombrable n’admet pas de métrique. Dans la théorie des 
espaces normés, la convergence simple est intrinsèque aux topologies dites 
faibles. 

Les notions de fermé, ouvert, fermeture, intérieur, voisinage, etc. sont 
apparues chez Cantor, Peano, Jordan, Riesz et autres d’abord dans le 
contexte des espaces euclidiens. Chacune d’elles peut être utilisée afin de 
définir les espaces topologiques. 



Figure III.1. Camille Jordan (1838-1922), Kazimierz 

Kuratowski (1896-1980) et Léopold Vietoris (1891-2002) 


Les espaces topologiques en toute généralité paraissent en 1927 dans Men- 
genlehre de Félix Hausdorff. Jusque dans les années soixante du vingtième 
siècle le problème de métrisabilité des espaces topologiques (c’est-à-dire des 
conditions topologiques garantissant l’existence d’une métrique compatible) 
fut un des problèmes centraux de la topologie. 

Ultérieurement, le cadre des espaces topologiques s’est avéré, à son tour, 
trop étroit, en particulier dans le cas des structures d’applications continues. 

1. Plus précisément, Cantor introduit en 1872 ensemble dérivé et voisinage et en 1884 
ouvert et fermée Peano en 1887 intérieur, fermeture et frontière , qui réapparaissent chez 
Jordan en 1892. 
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Ainsi est née la théorie des convergences (cf., [9]). Elle est entrée dans la 
phase mûre en 1947/48 avec les Convergences [6] de Gustave Choquet (1915- 
2006) < 2 >. 


1. Topologies 

Dans le chapitre II nous avons introduit les notions d 'ouvert et de fermé 
d’un espace métrique, ainsi que celles d 'intérieur et de fermeture. Chacune 
de ces notions détermine toutes les autres sans faire référence à la métrique ! 

Les faits exprimables en termes d’ouverts furent appelés topologiques 
(donc, de façon équivalente, en termes de fermés, ou de fermeture ou d’inté¬ 
rieur). La topologie associée à un espace métrique est la structure définie 
par la famille des ouverts, ou par la famille des fermés, ou par l’opération 
de l’intérieur ou bien par celle de la fermeture. Aucun de ces aspects n’a la 
primauté par rapport aux autres. 

Dans le cadre général abstrait, on définit une topologie sur un ensemble 
X en précisant, de manière équivalente, la famille des ouverts de (cette topo¬ 
logie), ou la famille des fermés, ou l’opérateur d’intérieur ou bien l’opérateur 
de fermeture. Pour désigner des topologies, on emploie souvent des carac¬ 
tères grecs, par exemple, £, r, a. Un ensemble muni d’une topologie est dit 
espace topologique. 

Une famille O de parties d’un ensemble X vérifiant 
(01) 0,IGO, 

(02) VcO=>\J 0€V OeO, 

(03) VcO ,cardD < oo =*> PJ Q O G O, 

est dite une famille des ouverts (pour une topologie). S’il y a plusieurs 
topologies avec le même ensemble sous-jacent X , par exemple, r,£, £, alors 
on notera O t >O^Oç les familles des ouverts correspondantes. 

Une partie F d’un espace topologique est dite fermée si F c = X \ F est 
ouverte. Bien entendu, la famille T des fermés (pour une topologie) vérifie 
les conditions duales, à savoir 

(Fl) 0,XeF, 

(F2) Cc?=>f) F€C FGF, 

(F3) Ce/, card C < oo =>■ ^ F G T. 

Exemple 1.1. Si X est un ensemble, alors la famille 2 X de toutes les 
parties de X est une famille des ouverts pour une topologie. Autrement dit, 
toute partie de X est ouverte. Cette topologie s’appelle la topologie discrète 
de X , que l’on désigne par t = tx (iota). Mais, 2 X vérifie également, les 

2. Les convergences sont pour les topologies ce que les nombres complexes sont pour 
les nombres réels, car beaucoup de problèmes formulés en termes topologiques n’ont de 
solutions que dans le cadre des convergences. 
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axiomes d’une famille des fermées, ce qui est normal, car l’ensemble des 
parties complémentaires de 2 X est 2 X . 

Exemple 1.2. La famille {0,X} est une famille des ouverts pour une 
topologie. C’est la topologie antidiscrète de X, que l’on désigne par o = ox 
(omicron). Bien sûr, {0, X} est également une famille des fermés pour une 
topologie. 

Exemple 1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie O est dite 
ouverte si pour tout x G O il existe r > 0 tel que 

B r (x) C O. 

Nous avons montré (la proposition II.5.2) que l’ensemble de tous les 
ouverts par rapport à d, vérifie les hypothèses des ouverts pour une topologie. 

On a donc plusieurs topologies sur un ensemble X pourvu que la cardi- 
nalité de X soit supérieure à 1, en particulier, la topologie discrète ix est 
différente de la topologie antidiscrète ox si card X > 1. Si card X = 2, alors 
il y a 4 topologies sur X (Voir l’exercice 7). 

Soit X un espace topologique. Une famille B d’ouverts de X s’appelle 
une base d’ouverts si pour tout x € X et tout ouvert O tel que x G O, il 
existe un élément B de B tel que x G B C O. 

Une famille S d’ouverts est dite une sous-base d’ouverts si les intersec¬ 
tions finies d’éléments de S forment une base d’ouverts. 

Le poids d’un espace topologique est défini comme le plus petit cardinal 
k tel qu’il existe une base d’ouverts de cardinalité k. 

Proposition 1.4. Une famille d’ouverts B est une base d’ouverts si et 
seulement si tout ouvert est une union d’éléments de B. 

Démonstration. Supposons que B est une base d’ouverts. Soit O un 
ouvert. Alors pour tout x G O il existe B x G B tel que x G B x C O. Donc 

O = (J „ M C (J B x dO. 

Réciproquement, supposons que pour tout ouvert O il existe Bo C B telle 
que O = \J BeBo B. Si x G O, alors il existe B G Bo tel que x G B C O, 
donc B est une base d’ouverts. □ 

Une partie V d’un espace topologique X est dite un voisinage de x s’il 
existe un ouvert O tel que x G O C V. 

L’ensemble V(x) des voisinages de x dans un espace topologique a les 
mêmes propriétés (v0)-(v4) de la page 26 que dans un espace métrique. 

Une famille B de voisinages de x telle que pour tout V G V(x) il existe 
B G B tel que B cV s’appelle une base de voisinages de x . 
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Le caractère x( x ) d’un élément x d’un espace topologique est le plus 
petit cardinal k tel qu’il existe une base de voisinages de x de cardina- 
lité k>. Le caractère d’un espace topologique X est par définition x(X) := 
sup {x(x) : x G X} 

Si £, r sont deux topologies avec le même ensemble sous-jacent X , on 
note Oç, O r les familles d’ouverts correspondantes. On dit que £ est plus fine 
que r, 

£ > t 

si O t C Oç. C’est une relation d’ordre dans l’ensemble de toutes les topolo¬ 
gies sur un ensemble. 

Bien entendu, plus la topologie est fine, plus elle a des fermés. Sur un 
ensemble donné, la topologie discrète est la plus fine, et la topologie chaotique 
la plus grossière. On démontre facilement que 

Proposition 1.5. Si £, r sont deux topologies sur X, alors r < £ si et 
seulement si V T (x) C Vf(x). 

Soit X un espace topologique. L’ intérieur intx A (int A) de A est défini 
comme l’ouvert le plus grand inclus dans A . La fermeture clx A (cl A) de A 
est défini comme le fermé le plus petit incluant A. 

Ces définitions sont bien fondées. Prenons, par exemple, celle de la fer¬ 
meture. Soit A C X où X est un espace topologique. Alors 

T := {F C X : F fermé et A C F} 

n’est pas vide, car X G T. D’autre part, CÏFeJ 7 ^ est un f erm é, et A C 
Hconséquent, CÏFeF^ ^ ^ est > bien évidemment, le plus petit 
élément de J 7 , donc cl A = f\p € j:F. 

Il s’ensuit des définitions que 

(111.1) x G int A <=> A G V{x). 

D’autre part, 

(111.2) cl A = (int A c ) c . 

Les opérations d’intérieur et de fermeture ont les mêmes propriétés que dans 
le cas métrique (i0)-(i4) et (c0)-(c4) respectivement (page 35). 

Bien entendu, A est ouvert si et seulement si A c int A, et A est fermé 
si et seulement si cl A C A. Par conséquent, l’opération d’intérieur et de 
fermeture déterminent la topologie. Il découle des définitions que 

Proposition 1.6. Si £, r sont deux topologies sur X, alors r < £ si et 
seulement si clf A C cl T A pour tout A C X. 

Démonstration. Par définition, clf A est l’intersection des ^-fermés 
incluant A. Puisque il y a moins de r-fermés que de ^-fermés, la fermeture 
cl T A, l’intersection des r-fermés incluant A, inclut clf A. □ 

3. Le caractère est bien défini. Effectivement, soit A(æ) l’ordinal-cardinal tel que 
cardA(æ) = x( x )i et A := {A(æ) : x G X}. Comme A est un ensemble d’ordinaux, sup A 
existe, et x(^0 = card(supA) (Voir le chapitre A. 
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Corollaire 1.7. Si £,r sont deux topologies sur X } alors r < Ç si et 
seulement si int r A c int^ A pour tout A C X. 

Proposition 1.8. Dans un espace topologique , x £ cl A si et seulement 
si On A^ 0 pour tout ouvert O contenant x. 

Démonstration. S’il existe un ouvert O tel que x £ O et OnA = 0, 
alors O c est un fermé qui inclut A et x fi O c . Puisque cl A est le plus petit 
fermé tel que A C cl A, alors cl A C O c , donc x fi c IA. Réciproquement, 
x fi cl A implique que O := (clA) c est un ouvert disjoint de A et contenant 
x. □ 

Corollaire 1.9. Dans un espace topologique, x £ cl A si et seulement si 
V fl A ^ 0 pour tout V £ V(x). 

Une partie A d’un espace topologique X est dense si cl A = X. Comme 
pour les espaces métriques, la, frontière de A est définie par dA := clAnclA 0 . 

2. Séparation, régularité, normalité 

Une topologie est appelée séparée (ou de Hausdorff ) si pour chaque 
couple d’éléments distincts xo,xi, il existe deux ouverts Oo,Oi tels que 
xo £ Oo,#i € 0\ et Oo H 0\ = 0. Bien entendu, la topologie chaotique 
sur X n’est séparée que si cardX < 1. 

Il s’ensuit que tout singleton d’un espace topologique séparé est fermé. 
Par conséquent, toute partie finie d’un espace topologique séparé est fermée 
(l’exercice 5). Toute topologie plus fine qu’une topologie séparée est séparée 
(l’exercice 6). 

Une topologie séparée est dite régulière si pour tout point x et chaque 
fermé F tel que x fi F il existe deux ouverts Oo, 0\ tels que F C Oo,x £ Oi 
et O 0 D Oi = 0. 

Exemple 2.1 (topologie séparée non régulière). Soit X := [0,1]. Notons 
v la topologie usuelle de [0,1]. On définit une topologie £ en termes des 
voisinages : si x ^ 0 alors V^(x) = V^(x) ; V £ V^(0) si V = U\{ ^ : n £ Ni} , 
où U G Vi/(0). C’est une topologie séparée, car elle est plus fine que la 
topologie usuelle. 

La topologie £ n’est pas régulière. Notons d la (restriction de la) métrique 
euclidienne sur [0,1]. S’il y avait deux ouverts disjoints Go, G\ pour lesquels 
0 G Go et : n G Ni} cGi, alors il existerait r > 0 tel que 

^(0,r)\{i:n€N!}cG 0 

et, d’autre part, pour tout n G Ni il existe e n > 0 tels que C G\. 

Il s’ensuit que Go D G\ ^ 0. 

L’essence de cet exemple peut être exprimée en termes d’une bisuite 
munie d’une topologie particulière. 
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Exemple 2.2 (bisuite irrégulière). Soit 

X := {xqo} U {x n : n G N} U { x n ^ : n, k G N} . 
On munit X d’une topologie définie comme suit : 



Figure III.2. L’ensemble F := {x n : n G N} est fermé. Tout voi¬ 
sinage V de Xqq inclut {x Uy k • n > ny,k G N}, où ny G N. Par 
conséquent, on ne peut pas séparer x^ de F par des ouverts. 

V G V(xqo) s’il existe ny G N tel que {xoo}U{x ni k : n > ny,k G N} C V ; 

V G V(x n ) s’il existe ky tel que {x n } U {x Uy k : k > ky} C V ; 

V G V(x nf k ) si {x Ui k} C V y autrement dit, les points x ny k sont isolés. 

Il est immédiat que c’est une topologie séparée. 

Elle n’est pas régulière. Effectivement, on note que F := {x n : n G N} 
est fermé et Xqq £ F. Tout ouvert G contenant Xqo, inclut 

O \xnj$ • n ^ n@y k G N} 

pour un no G N. D’autre part, un ouvert H incluant F, inclut {x n } U 
{x n ,k : : n G N, k > Il s’ensuit que G fl H ^ 0. 

Une topologie séparée est dite normale si pour chaque couple de parties 
fermées disjointes Fo, F\ , il existe deux ouverts Oo> 0\ tels que Fo C Oo,Fi C 
0\ et Oo H 0\ = 0. Bien sûr, toute topologie normale est régulière. Des 
exemples de topologies régulières non normales sont un peu plus difficiles à 
construire (cf., les exercices VI. 13 et A.8). 

Proposition 2.3. Soit X un espace topologique séparé. Si pour tout 
couple de fermés disjoints Fo, F\ il existe une suite ( W n ) n d } ouverts telle que 

alors X est normal 

Démonstration. Soit Fo,Fi deux fermés disjoints d’un espace séparé 
X. Soit ( W n ) n une suite d’ouverts vérifiant (III.3). En échangeant les rôles 
de Fo et Fi, la condition nous assure l’existence d’une suite (I4) n d’ouverts 
telle que 

(III.4) 






Posons 


Gn := Wn \ (J fc < n d V k et H n := V n \ cl W k , 

et observons que G n et H n sont ouverts, Fo c G := |J n€N et Fi C H := 
(J n€N H n . Il suffit donc de prouver que G fl H = 0. Si x G G fl if, alors il 
existe n, ra G N tels que x G G n fl if m . Ainsi, d’une part x G et x ^ cl V* 
pour tout k < n et, de l’autre, x G et x ^ cl Wk pour tout k < m, ce qui 
est une contradiction. Nous avons montré que X est normal. □ 


3. Convergence des suites 

Par définition, une suite (x n ) n converge vers x dans un espace topologique 
si pour tout V G V(x) il existe ny G N tel que x n G V pour n > ny. En 
reformulant la définition, on obtient 

Proposition 3.1. Une suite ( x n ) n converge vers x si et seulement si 
Vensemble {n : x n fi V} est fini pour tout voisinage V G V(x). 

Dans un espace topologique, une suite peut converger vers plusieurs 
points. C’est pourquoi la notation lim n _ >00 x n adoptée dans des espaces 
métriques et dénotant la limite de (x n ) n , n’est pas adéquate. 

On note 

Lim n —^.qq Xji 

la limite de (x n ) n , c’est-à-dire l’ensemble des éléments vers lesquels ( x n ) n 
converge. Par conséquent, une suite (x n ) n est convergente si et seulement si 
Lim n _ >00 x n ^ 0. Si Lim n _ >0 o Xn est un singleton, alors on désigne lim n _ >00 x n 
son élément. 

Si £ > r, alors 

Lim|_>oo x n C LimJ^ x n , 
car V^(x) a plus d’éléments que V r (x). 

Exemple 3.2. Soit X un ensemble infini muni de la topologie chaotique 
o. Alors toute suite (x n ) n converge vers tout point : Lim n x n = X. 

Effectivement, V G V 0 (x) si et seulement si V = X pour tout x G X. 
D’autre part {n : x n fi X} est vide (donc fini) pour toute suite ( x n ) n . 

Exemple 3.3. Soit X := {0,1} muni de la topologie de Sierpinski $ : les 
ouverts sont 0, {1} et {0,1}. Puisque le seul voisinage de 0 est {0,1}, toute 
suite converge vers 0. D’autre part, comme 1 est isolé, une suite converge 
vers 1 si et seulement si elle est stationnaire avec le noyau {1}. Bien sûr, une 
telle suite converge aussi vers 0. En résumant, 0 G Limn-^oo %n pour toute 
suite ;Lim n _ >00 x n = {0,1} si et seulement si ( x n ) n est stationnaire. 

Malgré sa simplicité apparente, la topologie de Sierpinski joue un rôle 
prééminent parmi toutes les topologies, notamment, toute topologie peut 
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être représentée en ternies des copies de la topologie de Sierpinski (Voir 
l’exercice 24) ( 4 5 ). 

Exemple 3.4 (topologie cofinie). Soit X un ensemble infini et Xqq G X. 
Une partie O est ouverte pour la topologie cofinie autour de Xqq si Xqq £ O 
implique que O est cofinie. 

Toute suite libre converge vers Xqq. Effectivement, soit (w k ) k une suite 
libre, c’est-à-dire l’ensemble {k G N : w k = x} est fini pour tout x G X. Soit 
V G V(xqo), donc X \ V finie et, par conséquent, {k G N : w k G X \ V} est 
fini. D’après la proposition 3.1, (w k ) k converge vers Xqq. 

Exemple 3.5 (topologie cofinie dénombrable). Si X est un ensemble 
dénombrable (infini), alors, par définition, on peut le ranger en une suite X = 
{#<x>> #i> • • •}• D’après notre observation, toute suite libre (w k ) k converge vers 
Xqq (pour la topologie cofinie autour de Xqq). Notons qu’une suite ( w k ) k 
d’éléments de X est libre si et seulement si elle est extraite de (^n) ne ^ 1 • 
Notons que X est homéomorphe au sous-espace : n G Ni} U {0} de M. 

Exemple 3.6 (topologie codénombrable). Une partie A de X est dite 
codénombrable si X \ A est dénombrable. Soit X un ensemble non dénom¬ 
brable et Xqq G X. Une partie O de X est déclarée ouverte pour la topologie 
codénombrable autour de Xqq si Xqq G O implique que O est codénombrable. 

C’est une topologie normale (Voir l’exercice 20) sans aucune suite conver¬ 
gente non stationnaire. Effectivement, si ( x n ) n est une suite non stationnaire, 
alors elle pourrait converger uniquement vers Xqo, car les autres points sont 
isolés. Or, {x n : x n ^ Xqq et n G N} est dénombrable et, par conséquent, 
X \ {x n : x n ^ Xqq et n G N} G V(xqq). 

Contrairement aux espaces métriques (la proposition II.2.9 et l’exercice 
11.13), les suites transversales ne convergent pas nécessairement dans des 
espaces topologiques généraux. 

Exemple 3.7 (bisuite convergente). Soit 

X := {xqo} U {x n : n G N} U {x n ^ : n G N} , 

où tous les éléments de X sont distincts. On définit une topologie sur X 
comme suit : O est ouvert si 

(111.5) x n eO => 3 V x n k G O, 

f(n)eNk>f(n) ’ 

(111.6) Xqq eO => 3 V x n G O. 

7Ti G N n>m 

On vérifie que c’est une famille des ouverts pour une topologie. Il est facile 
de voir que c’est une topologie séparée. On note que tout élément de la forme 
x Uik est isolé. 

4. En terme de la théorie des catégories, la topologie de Sierpinski est initialement 
dense dans la catégorie des topologies. 

5. D’ailleurs, infini. 
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Figure II 1.3. Aucune suite transversale ne converge vers Xqq. 


Il est évident que pour cette topologie, {xqo} = Lim n _^oo^n et {x n } = 
Limfc-nx) pour tout n G N. On verra que ces suites et leurs suites extraites 
sont les uniques suites non stationnaires convergentes. 

On observe que O est un voisinage de Xqo si et seulement s’il existe m G N 
et une fonction / : N m —> N tels que x n > x n ^ £ O pour tout n> met chaque 
k > /(n). Par conséquent, aucune suite non stationnaire sur { x n ^ : n, k G N} 
converge vers Xqq. 

Effectivement, si ( x npi k p )p était une suite convergente vers Xqo, alors 
lim n _^oo rip = oo, car sinon il existerait une suite extraite de ( n p ) p à valeurs 
dans une partie finie de N, donc il existerait une autre suite extraite ( n Pq ) q 
et n G N tels que n = n Pq pour tout q G N, donc Lim 9 ^oo#n Pg) fcp 9 = {#n}> 
ce qui contredit l’hypothèse. 

Il en résulte que pour tout n G N l’ensemble N n := {p G N : n p = n} est 
fini. Soit /(n) := max{k p + 1 : p G N n } si N p ^ 0 et /(n) := 0 autrement. 
Alors {xqo} U {x n : n G N} U { x n : n G N, k > f(n)} est un voisinage de Xqq 
disjoint de {x nthkp ■ P € N}. 

Nous avons vu dans l’exemple 3.6 que la topologie codénombrable d’un 
ensemble non dénombrable n’admet pas de suites convergentes non station¬ 
naires, ce qui contraste avec les espaces métriques (la proposition II.2.3). 
Voici un autre exemple d’une topologie non discrète sans suites convergentes 
non stationnaires. 

Exemple 3.8 (topologie de Arens). On considère la restriction de la 
topologie de l’exemple 3.7 à l’ensemble Y := {xqo} U {x n ^ : n G N}. La 
topologie qui en résulte s’appelle d'Arens. 

Aucune suite non stationnaire ne converge pour cette topologie. Effecti¬ 
vement, une telle suite pourrait converger uniquement vers Xqo, car les autres 
éléments sont isolés. Ceci n’est pas possible d’après l’exemple précédent. 

Cette topologie est normale, car elle est primale , c’est-à-dire telle qu’il y 
a au plus un point non isolé (cf., l’exercice 20). 
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4. Continuité topologique 

Dans le chapitre précédent nous avons défini la continuité des applica¬ 
tions entre deux espaces métriques. On fait maintenant la même chose pour 
les applications entre deux espaces topologiques. 

Soit X, Y deux espaces topologiques. Une application / : X —> Y est 
continue en x si /“ 1 (V') G V(x) pour tout V G V(/(x)). Elle est dite continue 
si elle est continue en x pour tout x G X. 

On dénote par C(X , Y) l’ensemble de toutes les applications continues 
de X dans Y. Si les topologies sur X et Y sont indiquées explicitement, par 
exemple £ est la topologie de X est 0 est la topologie de y, alors on utilise 
souvent C(£, 0) au lieu de C(X, Y). 

Proposition 4.1. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) / : X —> y est continue, 

(2) f~ l (0) est ouvert pour tout ouvert O de Y y 

(3) / -1 (^) est fermé pour tout fermé F de Y. 

Démonstration. (1) => (2). Soit / continue et O un ouvert de Y. 
Alors, O G V(y) pour tout y G O, et en particulier O G V(/(x)) pour tout 
x G X tel que f(x) G O (de façon équivalente, tel que x G / _1 (0)). Par 
conséquent, / _1 (0) G V(x) pour tout x G / _1 (0), ce qui veut dire que 
/ _1 (0) est ouvert. 

(2) => (3). Si F est fermé de Y f alors Y \F est ouvert, donc f~ 1 (Y\F) 
est ouvert. Et puisque f~ l (Y\F) = f~ 1 (Y)\f~ 1 (F) = X\f~ l (F) l’ensemble 
/ _1 (F) est fermé. 

(3) => (2) de manière analogue. 

(2) (1). Si U G V(f(x)) alors il existe un ouvert O de y tel que 

f(x) G O C V . Donc x G f~ l (0) C / _1 (^) et / _1 (^) est ouvert d’après 
(2), ce qui implique que G V(x). □ 

Au lieu de vérifier (2) pour tous les ouverts de y, il suffit de le faire pour 
une base, voire une sous-base d’ouverts. 

Lemme 4.2. Soit S une sous-base d’ouverts de Y. Alors f : X —>Y est 
continue si et seulement si f~ l (S) est ouvert pour tout S G S. 

Démonstration. Supposons que la condition soit remplie et prenons 
un ouvert O de y. Si x G / _1 (0), alors il existe n G Ni et Si, S 2 , • • •, S n G S 
tels que f(x) G Si fl S 2 D ... fl S n C O. Ainsi 

* € rHsi) nr 1 ^)n...n r\s n ) c r\o), 

ce qui montre que / _1 (0) est ouvert. □ 

Proposition 4.3. Si f : X —ï Y et g : Y —» Z sont continues y alors 
go f est continue. 
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Démonstration. Si O est un ouvert dans Z, alors g~ l (0) est un ouvert 
dans F, car g est continue. Par conséquent, (go /) - 1 (0) = / _ 1 (g _ 1 (0)) est 
un ouvert dans X , car / est continue. □ 

Proposition 4.4. Soit X,Y espaces topologiques, dont Y séparé. Si 
f,g : X —ï Y sont deux applications continues, et f\ A = g\ A> où A est 
une partie dense de X> alors f = g. 

Démonstration. L’ensemble 

{f = g}:={xeX: f(x) = 0 (x)} 

est fermé. En effet, si f(x) ^ g(x), alors il existe deux ouverts disjoints V 
et W G tels que f(x) G V et g(x) G W. D’après la continuité, / _ 1 (U) fl 
g~ l (W) est un ouvert contenant x et f(z) £ V et g(z) G W pour tout 
z G f~ l (V) H g~ l (W), donc f~\V) n g~ l (W) n {/ = g} = 0. D’après 
l’hypothèse, A C {/ = g}, et par conséquent, X = clAc{f = g}. □ 

Une application bijective continue f : X —ï Y s’appelle un homéomor¬ 
phisme si f~ l est également continue. 

5. Treillis des topologies 

Nous avons défini l’ordre sur l’ensemble des topologies sur un ensemble 
donné. Si r,0 sont deux topologies sur un même ensemble X et O r ,Oe les 
familles d’ouverts correspondantes, alors 0 est plus fine que r (r est plus 
grossière que 0) si Oq D 0 Ti ce qu’on note 0 > r. La relation > est une 
relation d’ordre sur l’ensemble de toutes les topologies sur X. Rappelons 
que ix : X —> X désigne V application-identité. 

Proposition 5.1. Si 0,r sont deux topologies sur un meme ensemble 
X y alors 0 > r si et seulement si 

ix € C(0>t). 

Soit T un ensemble de topologies sur X. La topologie la plus fine est la 
topologie discrète et la topologie la moins fine est la topologie chaotique. 

On note /\T Vinfimum (la borne inférieure) de T, c’est-à-dire la plus 
fine des topologies qui sont plus grossières que chaque élément de T. De 
même, \J T désigne le supremum (la borne supérieure) de T, c’est-à-dire la 
plus grossière des topologies qui sont plus fines que chaque élément de T. En 
particulier, 

7*0 A ri et ro V Tl 

désignent, respectivement, les bornes inférieure et supérieure de to et ti. 

Exemple 5.2 (topologies de Sorgenfrey). Soit v la topologie usuelle de 
M, donc V G Vi/(x) s’il existe s y r £ R tels que s < x < r et ]s,r[c V. 
Considérons sur R deux topologies v+ et V- suivantes : 

(1) V G Vt/ + (x) s’il existe r > x tel que l’intervalle [x, r[c V ; 

(2) V G V v _(x) s’il existe s < x tel que l’intervalle ]s,x] C V. 
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On vérifie facilement que C^ + et O v _ sont les familles des ouverts (pour 
des topologies). On note que 


v < v+ et v < i/_, 

car, d’une part, V y {x) C Vy+(x) fl V t/ _(x) pour tout x 6 IR, et de l’autre, 
[x, r[ est ouvert pour i/+, ]s, x] est ouvert pour i/_, mais aucun de deux n’est 
ouvert pour v. J’affirme que 

v — v+ A v- et i — v+ V V-. 

Effectivement, V G V t/+ (x) fl V v _(x) s’il existe s,r 6 R tels que s < x < r et 
[x, r[ C V et ]s , x] C V , c’est-à-dire js, r[ C F, donc V^(x) = V^ + (x)nV^_ (x) ; 
d’autre part, [x, r[ et ]s, x] sont ouverts pour v+ Vi/_, donc {x} = [x, r[ fl]5, x] 
est ouvert pour v+ V i/_, ce qui veut dire que x est isolé (pour tout x G M). 

Un espace ordonné est un treillis complet si toute partie non-vide a le 
supremum et Vinfimum. 

Théorème 5.3. L’ensemble de toutes les topologies sur un ensemble 
donné est un treillis complet. 

Démonstration. Soit X un ensemble non vide, et T un ensemble de 
topologies sur X. La famille 

<ra-7) 

vérifie les hypothèses (0l)-(03), donc définit une topologie sur X. Bien 
évidemment, cette topologie est moins fine que r pour tout r G T, et la plus 
fine ayant cette propriété. Cela veut dire que (III.7) est la famille d’ouverts 

de A T. 

Si S est l’ensemble de toutes les topologies qui sont plus fine que chaque 
élément de T, alors 5^0, car la topologie discrète ix G S. Il est clair que 
/\ S G S et donc /\ S = \/T. 

La famille 

(III8) U reT °r 

ne vérifie pas, en général, (0l)-(03). Cependant, la famille de toutes les 
unions des intersections finies de (III.8) est une famille d’ouverts pour une 
topologie qui est nécessairement plus grossière que tout élément de S. Par 
conséquent, elle est égale à \J T. □ 

Si (X, O) est un espace topologique et W C X, alors la topologie induite 
sur W de X est la topologie la moins fine sur W pour laquelle V injection 
canonique j :W X, définie par j(x) := x pour tout xG^, est continue. 

Proposition 5.4. Une partie A de W est ouverte pour la topologie 
induite si et seulement si elle est de la forme W HO où O est un ouvert 
pour la topologie (X, O). 
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Démonstration. D’après la définition, les ouverts de la topologie in¬ 
duite sont de la forme j _1 (0) où O est un ouvert de ( X , O). Il suffit main¬ 
tenant d’observer que = W fl O pour toute partie O de X. □ 


6. Séparation fonctionnelle 

Nous avons vu que, dans un espace métrique, deux fermés disjoints ar¬ 
bitraires peuvent être séparés par une fonction continue. Cette propriété 
s’étend aux espaces topologiques normaux. 


Lemme 6.1 (Urysohn). Un espace topologique X est normal si et seule¬ 
ment si pour tout couple Fo, F\ de fermés disjoints } il existe une fonction 
continue f : X -> [ 0,1] telle que /(Fo) = {0} et f(F\) = {1}. 

Démonstration. Soit Q n [0,1] = {r n : n E N}, où ro = 0 et n = 1 
et la suite est injective. D’après la normalité il existe deux ouverts disjoints 
Vo et Wq tels que Fo C Vo et F\ c Wq. Posons VJ := X \ F\. Ainsi Fo C 
Vo C clVo C X \ Wo C V\. Supposons avoir construit une suite d’ouverts 
Vo, Vï, V ri ..., V rn tels que pour &, Z < n, 

rk < Tl cl Vk C V\. 


Soit kjl < n tels que est le plus grand et r/ le plus petit d’éléments de 
{r m : m <n} tels que < r n +i < r/. Comme cl!4 et X \ V\ sont deux 
fermés disjoints, il existe un ouvert V n +\ tel que 


C1T4CT4+1 C cl 14 + i C VJ. 


Soit / : X [0,1] donnée par 



inf {r : x G V r } , si x G Vu 
1, si æ E Fi. 


Bien sûr, si x E V s , alors f(x) < s et si x $ VJ alors t < f(x). 

Il est évident que /(Fo) = {0} et f(F\) = {1}. Cette fonction est conti¬ 
nue. Effectivement, si t est rationnel et t < /(x), alors x £ cl VJ, donc X\ 
cl Vt est un voisinage de x. Or, si v £ VJ alors t < f(v). Si s est un rationnel 
tel que f(x) < s, alors V s est un voisinage de x et f(v) < s pour tout v E V s . 
□ 


Par contraste, en général, dans un espace topologique séparé, on ne peut 
pas fonctionnellement séparer deux points distincts. De même, en général, 
dans un espace régulier, on ne peut pas fonctionnellement séparer un fermé 
d’un point ne l’appartenant pas. Il existe des espaces réguliers, où toute 
fonction continue est constante ( 6 ). Nous allons construire un tel espace. 

Une topologie séparée est dite complètement régulière si pour tout fermé 
F et tout x ^ F il existe / E C f (X, [0,1]) telle que /(F) = {0} et f(x) = 1. Un 
espace de Tikhonov est défini comme un espace topologique complètement 
régulier. 


6. Un des premiers exemples de ce type d’espace est dû à H. Herrlich [21]. 
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Bien entendu, toute topologie normale est complètement régulière, car les 
singletons y sont fermés. D’autre part, il existe des topologies complètement 
régulières non normales, comme montre l’exemple suivant. 

Exemple 6.2 (planche de Thomas). Soit X := UneN^ une P art i e de 
M 2 , où Xo :=]0,1[ x{0} et X n := [0,1[ x{^} pour tout n G Ni. Considérons 
la topologie suivante sur X : pour tout nENi,siO<r<l, alors (r, £) est 
isolé et une partie W contenant (0, £) est un voisinage de (0, £) si X n \W 
est dénombrable; une partie V est un voisinage de (r,0) si {n : (r, £) £ V} 
est finie. 

Ainsi, pour tout n G Ni, la topologie sur X n héritée de X est la topologie 
codénombrable autour de (0, ^). 



D’après l’exercice 17, si / G C f (X,M), alors pour tout n G Ni, il existe 
une partie codénombrable Rn de ]0,1[ telle que / est constante sur x {^}. 
Par conséquent, / est constante sur R x {0}, où R := PlneNi Pn et ainsi 

(III.9) f(R x {0}) = {lmw> /((0, £))}. 

C’est un espace complètement régulier. En effet, soit F est une partie 
fermée de X. Si (0, £ F, alors F fl X n est dénombrable et la fonction 

/ : X [0,1], définie par f(x) = 0 si x G X n \ F et f(x) = 1 sinon, est 
continue. Si (r, 0) ^ F, alors il existe N tel que (r, ^ F pour n> N. Ainsi 

/ : X -> [0,1], définie par /((r, 0)) = f((r, £)) = 0 si n > N et f(x ) = 1 
sinon, est continue. 

Cet espace n’est pas normal. Effectivement, H := {(0, : n G Ni} et Xq 

sont deux fermés disjoints de X. Si O est un ouvert incluant iï, alors Q n := 
{r G [0,l[:r g O } est dénombrable, donc UneNi Qn est dénombrable et, par 
conséquent, il existe r*o e]0, l[\(JneNi Qn, ce qui implique que {(ro, £) : 
n G Ni} C O. Or, pour tout ouvert P incluant Xo il existe n G Ni tel que 
(^,r*o) £ Pi donc OnP^0. 

Donnons enfin un exemple de topologie régulière qui n’est pas complète¬ 
ment régulière. 
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Exemple 6.3 (tire-bouchon de Thomas). Pour k E Z et une partie B 
de X de l’exemple 6.2, B^ désigne une fc-ième copie de B. Considérons 
l’union disjointe Ufcez^^ u {o, *}. Une partie V est un voisinage de o si 
o E V et s’il existe K E Z tel que C V pour tout k < K ; une partie 
W est un voisinage de i si i E V et s’il existe K E Z tel que XW C V pour 
tout k> K. Un espace topologique Y est défini comme l’espace quotient de 
Ufcez u {°> a P r è s l’identification æ 

(III.10) X ( 0 k) « X ( 0 k ~ l) et H {k) « H {k+l) 

pour tout k pair (Voir la section III. 11). 

L’espace Y est régulier (car tout élément admet une base de voisinages 
composée de fermés). Il n’est pas complètement régulier, car si / E C(Y, R), 
alors f(o) = f(t). En effet, d’après une observation faite dans l’exemple 6.2, 
pour tout k e Z il existe une partie codénombrable A^ de ]0,1[ tel que / 
est constante sur ( A^ x {0})^ et sur ( A^ x {£})^ pour tout n e Ni. Or 
A := H bcyAk est codénombrable, donc il existe rn E A . Selon (III.9) et 
(III. 10), pour tout k e Z, 

f((Ax{0})M) = f((Ax{0})V*+V). 

Par conséquent, s := f((roO )^) ne dépend pas de k. Donc \s — f(o)\ < e 
et | s — /(*,)| < e pour tout e > 0. Il s’ensuit que f(o) = s = f(t). 

Le lemme 6.1 de Urysohn est une étape d’un théorème de prolongement 
de fonctions continues. 


Théorème 6.4 (Tietze-Urysohn). Toute fonction continue réelle sur 
une partie fermée d’un espace normal admet un prolongement continu à 
l’espace tout entier. 


Démonstration. Compte tenu du homéomorphisme entre R et ses 
intervalles ouverts bornés, il suffit de prouver le théorème pour les fonctions 
bornées, par exemple, à valeurs dans [—1,1]. 

Soit F une partie fermée d’un espace normal X, c > 0 et h : F —> [—c, c] 
une fonction continue. Alors il existe une fonction continue g sur X telle que 


(III.ll) 


| 5 (x)| < |c, 

x 6 F =4- |/i(a;) — <?(a:)| < |c. 


En effet, puisque 


Fo := {x e F : h(x) < —§} et F\ := {x e F : h(x) > §} 

sont deux parties fermées disjointes de F, donc de X , selon le lemme 6.1 de 
Urysohn, il existe une fonction continue g : X —> [—§,§] telle que g(Fo) = 
{—§} et g(F\) = {§}, donc vérifiant (III.ll). 
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Si / : F —> [—1,1] est une fonction continue, alors nous définissons par 
récurrence une suite ( g n ) n de fonctions continues sur X telles que 

xeX=*\gn(x)\<tâ) n , 

{ n) X 6 F => \f(x) - ELofl*(*)l < §(§)" 

Effectivement, si c := 1, h := /, alors il existe une fonction continue go 
telle que (III.11) soit valable avec g := go, ce qui nous donne (To). Si nous 
avons trouvé une suite de fonctions continues pour 0 < k < n — 1, telle que 
(T/.) soit valable pour 0 < k < n- 1, alors pour h := f-~Ylk=o 9k et c := (|) n , 
il existe une fonction continue g n telle que (III.11) soit valable pour g := g Ui 
c’est-à-dire (T n ) est vérifiée. La fonction Y^k=o9^ converge uniformément 
sur X, donc sa limite g : X —> [— 1,1] est une fonction continue qui coïncide 
avec / sur F. □ 


7. Topologies métrisables 

Si ( X , d) est un espace métrique, alors on dit qu’une partie O de X est 
d-ouverte si pour tout x E O il existe e > 0 tel que 

Bd(x,e) := {y eY : d(x,y) < e} C O 

L’ensemble des parties ouvertes d’un espace métrique vérifie (0l)-(03), consti¬ 
tue donc une topologie. 

Un espace topologique (X,A) est métrisable s’il existe une métrique d 
sur X telle que A sont les d-ouverts. Nous dirons alors que A est engendrée 
par d. 

Dans un espace métrisable X, une métrique compatible avec la topolo¬ 
gie, V G V(x) si et seulement s’il existe r > 0 tel que Bd(x,r) C V. Par 
conséquent, 

Proposition 7.1. Si X est un espace métrisable et d est une métrique 
compatible y alors 

x G Lim n _^oo Xfi K V lim n _Kx> d(x m *e) ~ 0. 

La convergence des suites est donc une propriété topologique, car elle ne 
dépend pas du choix de la métrique compatible. Certaines propriétés topo¬ 
logiques, c’est-à-dire exprimables en termes d’ouverts ou de fermés, sont 
nécessaires pour qu’une topologie soit métrisable. D’après la proposition 
II.1.4, 

Proposition 7.2. Tout espace métrisable est séparé. 

Par conséquent, la topologie chaotique n’est pas métrisable, pourvu que 
la cardinalité de l’ensemble sous-jacent > 1. 

La proposition 7.2 implique que 

Lim n _^oo x n — {lim n _^oo x n } 
pour toute suite (convergente) ( x n ) n . 
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Proposition 7.3. Si Fo,Fi sont deux fermés disjoints dans un espace 
topologique métrisable, alors il existe une fonction continue f : X —> [0,1] 
telle que /(Fo) =0 et /(Fi) = 1. 

Démonstration. Soit d une métrique compatible avec la topologie de 
X. Les fonctions d(x, Fo) et d(x,F\) sont continues d’après la proposition 
II.3.7. 

Puisque Fo,Fi sont fermés, d(x,Fçf) = 0 si et seulement si x e Fo et 
d(x y F\) = 0 si et seulement si x G Fi. Donc d(x,Fo) + d{x,F\) > 0 pour 
tout x e X. Par conséquent, 

f(x ) .= d M) 

n> ' d(x,F 0 ) + d(x > F 1 ) 

est continue, Fo C / -1 (0) et F\ C / -1 (1). □ 

Par conséquent, 

Proposition 7.4. Toute topologie métrisable est normale. 

Démonstration. Soit Fo,Fi deux fermés disjoints. Puisque d’après la 
proposition II.7.3, il existe une fonction continue / telle que /(Fo) = {0} et 
/(Fi) = {1}, les parties 

G 0 := {x e X : f(x) < \) et G x := {x e X : f(x) > 
sont ouvertes et disjointes, Fo C Go et Pi c Gi. □ 

Dans un espace métrisable, pour tout x E X il existe une base dénom¬ 
brable de voisinages de x, par exemple, 

B:= {^(a;,i) :n = 1,2,...}, 

où les boules sont par rapport à une des métriques compatibles avec la 
topologie. 

Proposition 7.5. Toute topologie métrisable est de caractère dénom¬ 
brable. 

Une topologie s’appelle séparable si elle admet un ensemble dénombrable 
dense. On observe que la topologie discrète ox est séparable si et seulement 
si X est dénombrable. 

Proposition 7.6. Le poids de toute topologie métrisable séparable est 
dénombrable. 

Démonstration. Fixons une métrique compatible avec la topologie. 
B r (x) désigne une boule autour x de rayon r > 0 par rapport à cette 
métrique. Si A est une partie dénombrable dense, alors 

{Fi (a) :ae A, ne Ni} 

n 

est une base dénombrable d’ouverts. Effectivement, si O est un ouvert et 
x e O, alors il existe r > 0 tel que B r (x) C O. Comme A est dense, il existe 
a e Af]Br(x). Par conséquent, x e Br (a) C B r (x) C O. □ 
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Théorème 7.7 (Urysohn). Toute topologie normale ayant poids dénom¬ 
brable est métrisable ^. 

Une preuve du théorème d’Urysohn sera donnée dans la section 10. 

Qu’une topologie métrisable soit normale et de caractère dénombrable 
n’est qu’une condition nécessaire de métrisabilité . 

Exemple 7.8 (topologie de Sorgenfrey). Sur R on définit une topologie 
comme suit : O est ouvert si pour tout x G O il existe t > r tel que l’intervalle 
[x,t[ C O. C’est une topologie séparée, car elle plus fine que la topologie 
euclidienne de R. 

Elle est même normale. Soit Fo,F\ deux fermés disjoints. Pour tout x G 
Fo soit t x > x tel que [x,t x [C\Fi = 0. On pose Oo := UœeJfyt®»*®!* 
même manière, pour tout y G F\ soit r y > y tel que [y, r y [f]Fo = 0 et 
Oi “UyeFitîW- 

Si w G OoflOi alors il existe x G Fo et y G F\ tels que w G [x, t x [ fl [y, r y [. 
Si, par exemple, x <y y alors y < w et w < t Xi c’est-à-dire y G [x, t x [, ce qui 
contredit le fait que [x, t x [C\Fi = 0. 

x t 

- 1 -[- 

Figure III.4. Tout voisinage de x inclut un intervalle [x,t [, où x < t. 

La topologie de Sorgenfrey est de caractère dénombrable, car 
{[*>* +Ni} 
est une base de voisinages de x. 

La topologie de Sorgenfrey est séparable, car Q y est dense. Cependant 
son poids n’est pas dénombrable, plus précisément, il est égal à c. 

Effectivement, {[x,t[: x ,t G R,x < t} est une base de cardinalité c. S’il 
existait une base B d’ouverts avec cardS < c, alors card {inf B : B G B} < c, 
donc il existerait x G R \ {inf B : B G B}. 

Or puisque [x, oo[ est un ouvert, il existerait B G B tel que x e B C 
[x, oo[ et par conséquent, x = inf B, ce qui est une contradiction. D’après la 
proposition 7.6, la topologie de Sorgenfrey n’est pas métrisable. 

Proposition 7.9. Si A est la topologie sur X engendrée par ( X , d) et 
E C X, alors {Af)E : A e A} est la topologie sur E engendrée par dE (la 
restriction de la métrique d sur E x E). 

Nous avons vu que deux métriques différentes peuvent donner lieu à la 
même topologie. 

7. Il suffit de supposer que la topologie soit régulière de poids dénombrable. 

8. Il existe plusieurs conditions suffisantes et nécessaires de métrisabilité. Nous présen¬ 
terons quelques unes dans l’annexe C. 
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Les chapitres successifs seront consacrés à l’étude des propriétés topo¬ 
logiques des espaces métrisables. On verra plus loin des situations, où une 
topologie résultant des opérations sur des topologies métrisables s’avérera 
non métrisable. Cependant on va parler des propriétés topologiques pour 
souligner que ces propriétés ne dépendent que de la topologie et non pas 
d’une métrique particulière engendrant cette topologie. 

Proposition 7.10. Soit X,Y deux espaces métriques. Une application 
f : X — » Y est continue en x E X par rapport aux métriques si et seulement 
si elle est continue en x par rapport aux topologies relatives. 

Démonstration. Soit / continue en x. Si V est un voisinage de /(x), 
alors il existe e > 0 tel que V D B e (f(x )), donc f~ l (V) D f~ l (B e (f(x))) 
et, d’après la continuité de /, il existe S > 0 tel que f~ l (B £ (f(x))) D Bs(x). 
Or, B$(x) est un voisinage de x, donc f~ l (V) est également un voisinage de 
x. 

Réciproquement, pour tout e > 0 la boule B e (f(x)) est un voisinage de 
/(x), alors d’après la condition, f~ l (B e (f(x))) est un voisinage de x, donc 
il existe ô > 0 tel que Bs(x) C f~ l (B e (f(x ))), ce qui revient à f(Bs(x)) C 
B £ (f(x)). □ 

Par conséquent, la notion de continuité est une notion topologique (elle 
ne dépend pas du choix de métriques sur les espaces métrisables). 


8. Sous-espaces 


Soit (X, t) un espace topologique et W C X. L’ injection canonique de 
W dans X est définie par 


V 

xew 


j(x) = 


x. 


La topologie de sous-espace r\w sur W est la topologie la moins fine pour 
laquelle l’injection canonique j : W —> X est continue. 


Proposition 8.1. Une partie A de W est r \w-ouverte si et seulement 
s’il existe une partie r-ouverte O telle que A — O fl W. 

Démonstration. Effectivement, comme j~ l (0) = O fl W, la famille 
des ouverts de r \w est {O fl W : O G O t }. □ 

Corollaire 8.2. Une partie F de W est r \w -fermée si et seulement s’il 
existe une partie r-fermée H telle que F = H C\W. 


Proposition 8.3. Si A c W, alors 

cL^ A = drAnW, 
int^ A = int T A fl W. 

Démonstration. L’ensemble cl T A fl W est fermé pour r \w , car cl T A 
est fermée pour r. Donc cL^ A C cl T A fl W. D’autre part, pour tout F e 
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T r \ w > ü existe Hp G T r tel que F = Hp H W. Par conséquent, 

cl T | w A = n F = WnC\ Hp 

T \W | \AcFeJ 7 I 1 'AcFgF . r 


d wnp| 


AcHeFr 


1 Ucfgj; 
H = wnc 1 T A 


La preuve de la seconde égalité est analogue. 


9. Produits 

Soit X := YljejXj > où J est un ensemble et Xj est un ensemble non 
vide pour tout j E J. Rappelons que, pour tout k E J, la projection 7r/j : 
> X/j est définie par 

(HI-12) ir k (f) := f(k). 

Si Xj est un espace topologique pour tout j E J, alors on munit YljeJ ^3 
de la topologie-produit , ou la topologie de Tikhonov , c’est-à-dire la topologie 
la moins fine pour laquelle toute projection est continue. 

Il s’ensuit que, pour la topologie de Tikhonov, l’ensemble 

*H 1 (Ok) = {fel[ JeJ X i :meO k } 

est ouvert pour tout k E J et pour tout ouvert O de X^. Plus précisément, 

Proposition 9.1. L’ensemble de iroù Oj E Oxj et j e J est 
une sous-base de la topologie de Tikhonov. 



Figure II 1.5. Une partie O est ouverte pour la topologie-produit 
sur Xo x X\ si pour tout (æo>#i) £ O, il existe un ouvert Oo de 
Xq et un ouvert 0\ de X\ tels que (æo>#i) G Oo x 0\ C O. 


Il s’ensuit que 
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Proposition 9.2. Une base d’ouverts pour la topologie de Tikhonov est 
composée de 


n 


je J ‘ 


Pi 


3 » 


où Pj est ouvert de Xj et {j G J : Pj ^ Xj} est fini. 

Démonstration. En effet, wJ l (Oj) = l\ keJ Pk> où Pj = Oj et P k 
X k pour tout k G J différent de j. 


□ 



FIGURE III.6. Le produit Ylj e j Xj est l’ensemble des applications 
définies sur J telles que f{j) G Xj pour tout j G J. Ici un voisinage 
de f e II jeJ Xj est donné par une partie finie {0,1,2} de J et 
des voisinages de /(0),/(l) et /( 2) (marqués par de flèches). Des 
applications en pointillé appartiennent à ce voisinage. 

Ainsi, comme dans le cas métrique (le corollaire II.4.2), 

Proposition 9.3. Si W et Xj sont des espaces topologiques pour tout 
j G J } alors h : W —» Ylj € j Xj est continue si et seulement si n k o h : W —> 
X k est continue pour tout k e J. 

Démonstration. Si h est continue, alors n k o h est continue pour tout 
A; G J en tant qu’une composition d’applications continues. Réciproquement, 
si h n’est pas continue, alors selon le lemme 4.2 et la propo sition 9.1, il existe 
k G J et O k G Ox k tels que 

= (irk°h)~ l (O k ) 

n’est pas ouvert et ainsi n k o h n’est pas continue. □ 
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Corollaire 9.4. Une partie V de Yljej Xj est un voisinage de f si et 
seulement s'il existe une partie finie F de J telle que pour tout j G J il 
existe un voisinage Vj de f(j) tels que Y\j € j Vj C V et Vj ^ Xj implique 
que j G F. 

Proposition 9.5. Si Xj est un espace topologique séparé pour tout j E 
J, alors la topologie de Tikhonov sur Ylj e j Xj est séparée. 

Démonstration. Effectivement, si f,g E Ylj eJ Xj et f ^ g, alors il 
existe j E J tel que f(j) ^ g(j)- Puisque Xj est séparé, il existe deux 
ouverts disjoints O, P de Xj tels que f(j) E O et g(j) E P. 

Alors 7rJ l (0) et ttJ 1 (P) sont ouverts pour la topologie de Tikhonov, 
-irj'iO) n7rJ x (P) = 0,f e nj'iO) et g e □ 

Proposition 9.6. Le caractère de la topologie de Tikhonov du produit 
dénombrable d'espaces de caractère dénombrable est dénombrable. 

Démonstration. En effet, si {Vj t k : k E N} est une base de voisinages 
de Xj E Xj pour tout j E J, et ( J n ) n est une suite croissante de parties finies 
de J telle que J — UneN alors 

est une base dénombrable de f G Ylj e j Xj tel que f(j) = Xj. 

Par conséquent, il est existe une base décroissante de la forme 

(III.13) W n := {f|. €Jn «jHVj *J : n € N} , 

où (k n ) n tend vers l’infini. □ 

Dans le chapitre II, nous avons défini sur tout produit dénombrable 
d’espaces métriques, une convergence canonique des suites telle 
que / = limp-^oo f p si et seulement si f(j) = limp-^oo f p (j) pour tout j E N. 
Cette convergence s’est avérée équivalente à une topologie métrisable. Nous 
allons voir qu’elle coïncide avec la topologie de Tikhonov. 

Proposition 9.7. Si J est dénombrable et Xj est métrisable pour tout 
j E J, alors O est ouvert pour la topologie de Tikhonov si et seulement si 
limp-^oo f p E O implique que {p E N : f p ^ 0} est fini. 

Démonstration. Si O est ouvert et limp-K» f p = f E O, alors il existe 
une partie finie Jo de J et pour tout j E Jo> un ouvert Oj de Xj tel que 
f(j) e Oj et / e n j6Jo 7 T~\Oj) c O. 

D’autre part, pour tout j E Jo d existe p(j) E N tel que f p (j) E Oj pour 
p > p(j). Par conséquent, f p E O pour tout p > max {p(j) : j E Jo}. 

Réciproquement, si O n’est pas ouvert, alors il existe f G O tel que 
V\0 7 ^ 0 pour tout voisinage V de /. Soit { W n : n G N} une base de / de 
la forme (III.13) et soit f n G W n \ O pour tout n E N. 
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Si j G J, alors il existe Uj tel que j G J np donc f n (j ) G Vj^ n pour 
tout n G N. Donc lim n _^oo f n (j) = f(J) pour tout j e J, ce qui signifie que 

f = limn-Kx) fn- O 

Il résulte de la proposition II.4.1 que 

Corollaire 9.8. La topologie du produit dénombrable des topologies 
métrisables est métrisable. 

Théorème 9.9. Si J est un ensemble non dénombrable et Xj est un 
espace métrisable avec cardJ Kj > 2 pour tout j G J, alors YljeJ ^3 n’est pas 
métrisable. 

Démonstration. Soit Xj,yj deux points distincts de Xj pour chaque 
j G J. Alors {xj, yj} avec la topologie induite de Xj est discret. Il suffit donc 
de montrer que YljeJ %’} n ’ es ^ P as métrisable. Les intersections finies de 

: j G jj forment une base de voisinages de / G YljeJ 
S’il existait une base dénombrable { V n : n G N} des voisinages de /, alors 
pour tout n G N, il existerait une partie finie F n de J telle que 

rwrw»^.. 

donc pour F := UneN-^»» l’intersection 7r ^ 1 (/0)) c v n P our tout 
n 6 N. D’autre part, J\F ^ 0, car F est dénombrable et J ne l’est pas. Si 
jo F, alors 

n jeF ^(mW(fUo)) ? 0 

et si g e rijeJ X i telle <l ue 9Ü) = /(?) P our j e F et g(j 0 ) ± /(jo), alors 

donc V n n’est pas inclus dans 7rJ 1 (/(jo)) pour aucun n, ce qui contredit le 
fait que {V n : n G N} est une base de voisinages. □ 

Notons que YljeJ est homéomorphe à YljeJ (0> 1} = {0,1} J . 

Corollaire 9.10. La convergence simple dans R r n’est pas métrisable. 

10. Plongements 

On appelle un plongement une application / : X —)■ Y qui est un homéo¬ 
morphisme de X en f(X). 

Si X, Y sont deux espaces topologiques et J 7 C C(X,Y ), alors Y T C 
Y c ( x > y )' Comme d’habitude, Y^ est muni de la convergence simple et est 
homéomorphe à YlfeF^ mun ^ de la topologie produit. Bien entendu, la 
projection 7r/ : YlfeT ^ ^ vérifie (III.12) 

*f(<p) = ¥>(/)• 
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Ainsi, une base d’ouverts de Y* est composé de 

6 : V>(f) 6 °f}> 

où F 0 est une partie finie de T et Of est un ouvert de Y pour tout / G Fo. 

On dit que F distingue les points si pour tout couple d’éléments distincts 
xo,xi de X , il existe / G F telle que /(xo) ^ /(xi). 

On dit que F distingue les points des fermés si, pour tout fermé H et 
x £ if, il existe / G F telle que /(x) £ /(if) 

Soit e : X —> Y* définie par 

(III.14) e(x)(f) := f(x) 

pour tout x E X et tout / G F. Autrement dit, e transforme tout point 
x de X en une fonction sur un ensemble F de fonctions (continues) sur X. 
D’autre part, e(x)(f) = (irf o e)(x). 

Proposition 10.1. Si X,Y sont deux espaces topologiques et e : X —> 
Y T est définie par (III. 14), alors 

(1) e est continue ; 

(2) e est injective si et seulement si F distingue les points; 

(3) e est ouverte sur son image si et seulement si F distingue les points 
des fermés. 

Démonstration. ( 1 ) D’après la proposition 9.3, l’application e : X —> 
Y* est continue, car / = 717 o e est continue pour tout / G F. 

(2) Si xo 7 ^ x\ et F distingue les points, alors il existe / G F telle que 
e(x 0 )(f) = /(x 0 ) ^ /(x 1 ) = e(xi)(/), c’est-à-dire e(x 0 ) ^ e(xi). 

(3) Soit O un ouvert de X et xo G O. D’après l’hypothèse, il existe 
/o G F est telle que fo{xo) cl/o(A" \ O). Or 

W:= {<peY* :<p(f 0 ) <£d f 0 (X \0)} 

est un voisinage ouvert de e(xo) dans . 

Si e(x) 6 W, c’est-à-dire M x ) = e ( x )(fo) t cl/o(X \ O), alors 

x t /o -1 (cl f(x \O)) D fô l MX \o)DX\o, 

donc x G O et alors e(x) G e(O). □ 

Corollaire 10.2. Si Vapplication définie par (III.14) distingue les points 
des fermés, alors elle est un plongement. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 7.7 de 
Urysohn. 

Démonstration. Soit B une base dénombrable d’ouverts et soit 
V := {(B,V) e B x B : clB ÇV}. 

Selon le lemme 6.1 d’Urysohn, pour tout ( B , V) G V il existe / G C(X , [0,1]) 
tel que f(B) = {0} et f(X \ B) = {1} . L’ensemble F de telles fonctions est 
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dénombrable et distingue les points des fermés. Effectivement, si A est fermé 
et x £ A, alors il existe V 6 B tel que x e V et V H A = 0. Comme l’espace 
est régulier, il existe B 6 B tel que x 6 B Ç cl B Ç V, ainsi (B, V) 6 V et 
par conséquent il existe / 6 F telle que f(x) = 0 et f(A) = {1} . L’ensemble 
F distingue les points, car X est T\. D’après le corollaire 10.2, l’application 
e : X —v [0,1] F est un plongement, est puisque [0,1] est un espace métrique et 
l’ensemble F est dénombrable, le produit Ü/gf [0> 1] = [0,1] F est métrisable, 
donc X est métrisable. □ 


11. Quotients 

Proposition 11.1. Soit X,Y deux ensembles, f : X Y une applica¬ 
tion surjective et £ une topologie sur X. Il existe sur Y la topologie r la plus 
fine telle que f est continue. 

Démonstration. Soit T l’ensemble des topologies r sur Y telles que / 
est continue de £ dans r. La topologie o chaotique (de Y) appartient à T, 
car f~ x {Y) = X et f~ 1 (0) = 0 sont ouverts pour £. 

On observe que V T 6 T. Effectivement, / _1 (0) 6 Oç pour tout O e O t 
et r E T. Les ouverts de \/T sont, par définition, les intersections finies 
de {O e O t : r eT}. Donc l’image réciproque de tout ouvert de \/T est 
ouverte pour £, car &j) = C\jej P our n’importe quelle 

famille {Bj : j 6 J} de parties de Y. □ 

La topologie r sur Y la plus fine telle que / est continue de £ vers r est 
appelée la topologie quotient de £ par rapport à /. 

Soit £ une topologie sur X et r une topologie sur Y. On dit qu’une 
application surjective f : X -ï Y e st quotient si r est la topologie la plus 
fine pour laquelle / est continue (de £ vers r) ( 9 ). D’après la définition, / est 
une application quotient si et seulement si 

o T = {ocy : r 1 (0)eo { }. 

De même, pour que / soit quotient il faut et il suffit que F est r- fermé si et 
seulement si / _1 (F) est fermé. Par conséquent, 

Proposition 11.2. Une application bijective est quotient si et seulement 
si elle un homéomorphisme. 

Ainsi on obtient un exemples d’une application continue qui ne soit pas 
quotient en considérant deux topologies £ et r sur un ensemble X telles que 
£ > r et l’application identité ix : X —> X> qui est continue, mais pas 
homéomorphe, de £ vers r. 

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble X. Nous savons que 
Papplication-quotient ttr : X —> X/R vérifie ttr(x) = R(x). 


9. Il ne faut pas la confondre avec Papplication-quotient au sens da la théorie des 
ensembles. 
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Si £ est une topologie sur X> alors est O un ouvert pour la topologie- 
quotient de £ par rapport à ttr si et seulement si tt^ 1 (0) = R -1 (O) est 
ouvert pour £. 

Exemple 11.3. Soit X := [0,1] et E C [0, l] 2 la relation d’équivalence 
telle que (v,w) 6 E avec v ^ w implique que {v,w} = {0,1}. Autrement 
dit, toutes les classes d’équivalences, sauf une {0,1 }, sont des singletons {#} 
pour 0 < x < 1. L’application tte : [0,1] — > [0,1 ] /E vérifie 7te(x) = {#} si 
0 < x < 1 et tte(0) = ttjs( 1) = {0,1}. Pour tout 0 < x < 1, une base 
de voisinages de {#} et de la forme {ke (]x — £, x + e[) : e > 0} , tandis que 
celle de {0,1} est de la forme 

{ke ([0,e[) U tte (]1 - e, 1 ]) : £ > 0}. 


D’ailleurs l’espace [0,1] /E est homéomorphe à un cercle. L’application / : 
[0,1] —> S := {e %e : 6 6 M}, définie par f(x) := e 2mx est quotient, les images 
réciproques des points sont des singletons, sauf / _1 (0) = {0,1} . 


Exemple 11.4. Soit X := [0, l] 2 . Soit Eo la relation d’équivalence sui¬ 
vante 

u 1 {(0,*i),(l,*i)}, si æo € {0,1}. 


Ainsi l’espace quotient est homéomorphe à un cylindre {(e^, y) : 9 G M, y 6 
[0,1]}. Géométriquement, on colle ensemble les côtés verticaux du carré. 

De la même façon, l’espace quotient par rapport à la relation d’équiva¬ 
lence 


Ei{(xo,x{)} = 


! 


(xo,xi ), si 0 < x\ < 1, 

{(#o>0) , (x\y 1)} , si X\ e {0,1}, 


est homéomorphe à un cylindre {(x,e^) : x 6 [0,1] ,£ 6 M}. Ainsi, on colle 
ensemble les côtés horizontaux du carré. La composition 'ïïe 1 °'^e 1 est une 



Figure III.7. Un tore. 

application quotient, transformant le carré [0, l] 2 en un tore {(e^,e^) : x 6 
[0,1], 0, £ 6 K}. Géométriquement, ayant obtenu un des cylindres précédents, 
on colle ensemble ses bases. 

En général, la topologie-quotient d’une topologie métrisable n’est pas 
métrisable. Un exemple est donné dans la section suivante. 
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12. Éventail séquentiel 

Soit {X n : n E N} une collection d’ensembles dénombrables infinis tels 
que X n fl X m = 0 pour tous n ^ m. Soit x n un élément distingué de X n et 
r n la topologie cofinie de X n autour de x n (l’exemple III.3.4). 

On considère sur IJneN x n la relation R suivante : xRy si x = y ou il 
existe n, m 6 N tels que x = x n et y = x m . On note Xqq la classe d’équivalence 
de Xqq. Soit r la topologie-quotient par rapport à cette équivalence. 

12.1. Voisinages. Si x ± Xoo> alors x est isolé, donc V E V T (x) si et 
seulement si x E V. Une partie O est ouverte pour r si et seulement si elle 
est ouverte pour r n pour tout n E N. 

Par conséquent, si Xqq E O, alors pour tout n 6 N il existe une partie 
finie F n de X n telle que x £ F n et X\F n C O. Autrement dit, V E V T (xoo) 
si et seulement si X n \ V est fini pour tout n E N. 



Figure III.8. Un éventail infini dénombrable de suites (x Ut k)k 
telles que lim^-^oo %n t k = #oo pour tout n G N. 


12.2. Convergence des suites. Si (yk)k est convergente, alors il existe 
n 0 tel que {y k '• k E N} C (Jnio x n- 

Sinon, pour tout n G N il existe k n tel que yk n ^ Um=o^^- ^ ar cons é~ 
quent, {yk n : n E N} \ Xi est fini pour tout m G N, donc X \ {yk n : n G N} 
est un voisinage de Xqq, dès lors (yk)k ne converge pas vers x^. 

12.3. Fermeture. Si Xqo G cl T A alors il existe une suite (yk)k dans A 
telle que Xqo G Lim^oo2/fc- 

Observons d’abord, que si x^ E cl r A, alors il existe n G N tel que 
Xqq e cl T (A fl X n ). Sinon pour tout n G N, la partie A fl X n est finie et 
Xqq £ A, donc X \ A est un voisinage de Xqq. Comme X n est métrisable, il 
existe une suite (yk)k dans A fl X n convergeant vers Xqq. 
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12.4. Caractère. Le caractère de Xqq n’est pas dénombrable et, d’autre 
part, est inférieur ou égal à c^ 10 ). 

Soit X n := {x Ui k ' k e N}u{xoo}- Alors pour toute la fonction / : N —> N 
l’ensemble Vf := { x n ^ : k > f(n)} U {xqo} est un voisinage de Xqq. Comme 
card(N N ) = c, le caractère ne dépasse pas c. D’autre part, si f m 6 N n est 
une suite croissante, alors pour foo(n) := / n (n) on a Vf^ \ Vf n ^ 0, ce qui 
montre qu’une famille dénombrable de parties ne peut pas être un voisinage 

de Xqq . 

Par conséquent, la topologie r n’est pas métrisable, car le caractère d’un 
élément n’est pas dénombrable. 

Exercices 

Solutions : pages 286-300. 

(1) ★ Si X,Y sont deux espaces topologiques et / : X —> Y, alors les 
propositions suivantes sont équivalentes : 

(a) / est continue, 

(b) cl/ -1 (B) C / _1 (cl B) pour tout B C Y, 

(c) /(cl A) C cl f(A) pour tout AcX. 

(2) Soit Y un espace topologique et soit 

Iy := {(i/o, 2/i) £ y x y • 2/o = 2 / 1 } 
la relation diagonale de Y. Montrer que ly est fermée dans Y x Y 
si et seulement si Y est séparé. 

(3) Soit X, Y deux espaces topologiques et / : X —> Y une application 
continue. Montrer que 

(a) si Y est séparé, alors le graphe Gr(/) de / est fermé, 

(b) il existe une application continue, dont le graphe n’est pas 
fermé, 

(c) si / est continue, alors Gr(/) est homéomorphe à X. 

(4) Soit X un espace topologique. Une fonction / : X —> K est dite 
semi-continue inférieurement (supérieurement) en xo si 

(III15) f(x 0 ) < sup UeV(æo) infigi/ f(x), 

(III.16) infyevfo) SU P*€V /0 e ) ^ f( x o)- 

L’épigraphe et le hypographe d’une fonction / : X —> K sont définis 
respectivement 

epi / : ={(x,r): f{x) <r}, 
hypo / : = {(x, r):r< f{x)} . 

10. Une estimation plus précise est indépendante des axiomes de la théorie des 
ensembles. 
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Montrer que^ 11 ) 

(a) / : X —> K est continue en xo si et seulement si / est semi- 
continue inférieurement et supérieurement en xo, 

(b) / semi-continue inférieurement si et seulement si epi / est fermé, 

(c) / semi-continue inférieurement si et seulement si {x : /(x) < r} 
est fermée pour tout rGl, 

(d) si T est une famille de fonctions semi-continues inférieurement, 
alors sup T est semi-continue inférieurement. 

(5) ★ Montrer que toute partie finie d’un espace topologique séparé est 
fermée. 

(6) ★ Montrer que toute topologie plus fine qu’une topologie séparée est 
séparée. 

(7) ★ Dénombrer toutes les topologies sur {0,1}. Lesquelles sont sépa¬ 
rées? 

(8) Soit X un espace topologique et N U {oo} muni de la topologie 
cofinie autour de oo. Alors la suite ( x n ) n converge vers x dans X si 
et seulement si h : NU{oo} —> X définie par h(n) = x n et h( oo) = x, 
est continue. 

(9) Soit (x n ) n une suite dans un espace topologique discret X. Alors 
ker n _K» %n = adh n ^oo x^. 

(10) Soit X un espace topologique. Montrer que pour tout x et tout 
V G V(x), il existe W G V(x) tel que V G V(w) pour chaque 
w G W. 

(11) Montrer que cl (Ao U Ai) = cl Ao U cl Ai. 

(12) Une famille T de parties d’un espace topologique X est dite discrète 
si pour tout x 6 X il existe un voisinage V de x tel que Ff)V ^ 0 
pour au plus un F G F. Une partie D d’un espace topologique est 
dite discrète si {{x} : x G D} est discrète. Montrer que 

(a) si T est une famille discrète, alors 

cl(l I F) = 11 cl F. 

(b) si (x n ) n est une suite injective dans un espace métrique telle 
que la famille {{x n } : n G N} est discrète, alors il existe une 
suite ( r n ) n de nombres strictement positifs telle que B-(x n > r n ) 
sont disjointes deux à deux, et {B-(x n ,r n ) : n G N} est dis¬ 
crète. 

(13) On rappelle que le caractère x(#) d’un point x d’un espace topo¬ 
logique est le plus petit cardinal k tel qu’il existe une base B de 
l’ensemble V(x) des voisinages de x avec card# = k. Montrer que 

11. Les propositions analogues lient la semi-continuité supérieure et le hypographe. 
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(a) si X un espace métrisable, alors x( x ) < pour tout x 6 X y 

(b) x( x ) < No> alors x( x ) = 1, 

(c) si le caractère de x est fini et X est séparée, alors {{x}} est 
une base de x, 

(d) si X est séparée et cardX < oo, alors X est discret. 

(14) Montrer que si Aq,Ai sont deux fermés disjoints dans un espace 
métrique, alors il existe deux ouverts Oo» 0\ disjoints tels que A$ C 
Oo et Ai C Oi. 

(15) Montrer que la topologie cofinie autour de Xqq sur un ensemble infini 
X (l’exemple 3.4) est 

(a) séparée, 

(b) normale, 

(c) de caractère égal à cardX. 

(16) Soit X, Y deux ensembles non dénombrables avec la topologie cofinie 
autour de Xqq sur X et la topologie codénombrable autour de 2/00 
sur Y. Montrer que 

(a) si g : Y X et < 7 ( 2 / 00 ) ^ x oo , alors g est continue si et seule¬ 
ment si {y G Y : g(y) / < 7 ( 2 / 00 )} est dénombrable, 

(b) si g : Y —» X et g (y 00 ) = Xqo, alors g est continue si et seule¬ 
ment si <7 -1 (2/) est dénombrable pour tout y / 2 / 00 - 

(17) Soit X un ensemble non dénombrable muni de la topologie codé¬ 
nombrable autour de x^ 6 X (Voir l’exemple 3.6). Montrer que 
toute fonction continue / : X —> K est constante sur une partie 
codénombrable de X. 

(18) Soit X,Y deux ensembles non dénombrables munis de la topologie 
codénombrable autour de x œ 6 X et y œ G Y. Soit / : X —> Y. 
Montrer que 

(a) si f(x Q o) ^ 2 / 00 ) alors / est continue si et seulement si 

{xeX: f(x) # f(x oo)} 
est dénombrable. 

(b) si /(xqo) = 2 / 00 > alors / est continue si et seulement si f~ l (y) 
est dénombrable pour tout y / 2 / 00 * 

(19) Soit X y Y deux ensembles non dénombrables avec la topologie cofinie 
autour Xqo sur X et la topologie codénombrable autour 2/00 sur Y. 
Montrer qu’une application / : X —> Y est continue si et seulement 
si {x 6 X : f(x) / /(xqo)} est fini. En particulier, f(X) est finie. 

(20) Une topologie est dite primale si elle admet au plus un point non 
isolé. Montrer que toute topologie primale est normale. 
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(21) Un espace topologique X est dit parfaitement normal si pour tout 
couple de fermés disjoints Fo,F\ de X , il existe / 6 C(X i [ 0,1]) 
telle que / _1 (0) = Fo et / _1 (1) = Fi. Une partie U d’un espace 
topologique X est dite fonctionnellement ouverte s’il existe une 
fonction continue / telle que U = {/ > 0}. Montrer que 

(a) tout espace métrisable est parfaitement normal, 

(b) (théorème de Vedenisov) un espace topologique séparé est par¬ 
faitement normal si et seulement si tous les ouverts sont fonc¬ 
tionnellement ouverts, 

(c) un espace est parfaitement normal si et seulement s’il est nor¬ 
mal et tout fermé est un Gs, 

(d) il existe un espace normal qui n’est pas parfaitement normal. 

(22) ( !) Montrer que la topologie (non métrisable) de Sorgenfrey (exemple 
7.8) est parfaitement normale. 

(23) Soit X, Y deux ensembles et / : X —> Y. Montrer que 

(a) Si £ est une topologie sur X, alors il existe sur Y la topologie 
la plus fine (notée /£) telle que / est continue de £ vers /£. 

(b) Si r est une topologie sur Y, alors il existe sur X la topologie 
la moins fine (notée f~ 1 r ) telle que / est continue de f~ l r 
vers r. 


(24) Les ouverts de la topologie $ de Sierpinski sur {0,1} sont 0, {1} et 
{0,1}. Soit r une topologie sur X. Montrer que 

(a) Une application / : X —> {0,1} est continue de r dans $ si et 
seulement si {x 6 X : f(x) = 1} est r-ouvert. 

(b) Chaque topologie r vérifie 

T = W / _1 $. 

V /€C(r,$) J 

(25) Soit X un ensemble infini. Pour tout x G X soit r x la topologie 
cofinie autour de x. Trouver 

,« r * et 

(26) Une partie non vide A d’un espace topologique s’appelle parfaite si 
elle est fermée et sans point isolé ; A s’appelle clairsemée si toute 
partie non vide admet un point isolé. Montrer que 


(a) toute union de parties sans point isolé est sans point isolé. 

(b) la fermeture de toute partie sans point isolé est sans point isolé. 

(c) tout espace topologique admet une décomposition X = Xqq U 
-Xi, où Xqq est parfait et X\ est clairsemé. 
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(d) (!) toute partie parfaite de la droite réelle a la cardinalité non 
inférieure à c. 

(27) Soit (X, <) un ensemble totalement ordonné , c’est-à-dire un ensemble 
avec une relation d’ordre < telle que xo < x\ ou x\ < xo pour tous 
xoyXi G X. Comme d’habitude, Xo < x\ signifie Xo < x\ et Xo 7 ^ x\. 
Un ordre total est dit dense si xq < x\ entraîne l’existence de x tel 
que xo < x < x\ ; non borné si pour tout x il existe y < x et z > x. 

Montrer que 

(a) si ca,rdX > 1 , alors la famille B des intervalles 

{x G X : x < b }, {x G X : a < x < b }, {x G X : a < x }, 

où a, b G X et a < 6 , est une base d’ouverts d’une topologie, 

(b) si D est une partie discrète de X> alors il existe une famille 
disjointe {B x : x e D} C B> 

(c) tout espace totalement ordonné est normal, 

(d) un espace dénombrable, totalement ordonné, dense et non borné 
est homéomorphe à Q, donc à{x 6 Q: 0 <x< 1 }. 

(28) Montrer que 

(a) tout sous-espace d’un espace topologique régulier est régulier, 

(b) tout produit d’espaces topologiques réguliers est régulier, 

(c) (!) il existe un espace topologique normal X tel que X x X 
n’est pas normal (Voir l’exercice VI.14), 

(d) un sous-espace d’un espace topologique normal n’est pas for¬ 
cément normal. 

(29) Soit ( X n ) n une suite d’ensembles dénombrables infinis et ( x n ) n telle 
que x n G X n pour tout n G Ni. On suppose que X n r\X m = 0 pour 
n / m et soit Xo £ UneNi^- On considère sur chaque X n la 
topologie r n cofinie autour de x n . 

(a) Est-ce que r := AneN r ^ es ^ métrisable sur X := {xo} U 
UneNi X n ? Si oui, définir une de ses métriques. 

(b) Soit / : X —> X telle que f(x) := x si x ^ x n et f(x n ) := xo 
(pour tout n G N). Soit fr la topologie quotient. Est-ce que 
c’est une topologie métrisable ? 

(30) Une application / : X —> Y est ouverte si f(0) est ouvert pour tout 
ouvert O de X. Elle est fermée si f(F) est fermé pour tout fermé 
F de X. Montrer que 

(a) toute application surjective continue ouverte est quotient, 

(b) toute application surjective continue fermée est quotient, 
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(c) il existe une application quotient qui n’est ni ouverte ni fermée. 
Un espace topologique X s’appelle de Fréchet si 

x e cl A => 3 ( V x n e Aet x e Lim^oo x n ). 

0 x n )n ne N 

pour tout x 6 X et A C X. Notons clseqA := UlLimn-K» f( n ) : 
f G A N } la fermeture séquentielle de A. Montrer que 

(a) X est Fréchet si et seulement si cls e q A = cl A pour tout A C X, 

(b) tout espace de caractère dénombrable est de Fréchet (donc tout 
espace métrisable est de Fréchet), 

(c) l’éventail séquentiel de la section III.12 est de Fréchet, mais 
son caractère n’est pas dénombrable, 

(d) la bisuite de l’exemple III.3.7 n’est pas de Fréchet. 

Une partie A d’un espace topologique est dite séquentiellement fer¬ 
mée si Lim^oo x n C A pour toute suite d’éléments de A. Un espace 
topologique X est appelé séquentiel si toute partie séquentiellement 
fermée est fermée. Montrer que 

(a) une topologie est séquentielle si et seulement si 

clseq A C A => clAc A 
pour toute partie A } 

(b) toute topologie de Fréchet est séquentielle, 

(c) la bisuite de l’exemple III.3.7 est séquentielle, 

(d) la topologie de Arens de l’exemple III.3.8 n’est pas séquentielle, 

(e) pour toute topologie r il existe la topologie ïs eq T la moins fine 
des topologies séquentielles £ plus fine que r. 

(f ) Quelle est ïs eq T pour la topologie de Arens r ? 

Soit X, Y deux espaces topologiques. Une application / : X —> 
Y est dite séquentiellement continue si x 6 Lim^oo x n entraîne 
f(x) 6 Lim n ^oo f(x n ) pour toute suite ( x n ) n et tout x. 

(a) Observer que toute application continue est séquentiellement 
continue. 

(b) Montrer que si / : X —> Y est séquentiellement et X est un 
espace séquentiel, alors / est continue. 

Une partie O de K 2 est ouverte pour la topologie radiale si O fl L 
est une partie ouverte de L pour toute droite L de K 2 . Montrer que 

(a) si une suite (xk)k est convergente pour la topologie radiale, 
alors il existe n 6 N et des droites Li,L 2» • • • >£n telles que 
{x k : k 6 N} C Li U L 2 U ... U L n , 

(b) la topologie radiale n’est pas de Fréchet, 

(c) la topologie radiale est séquentielle. 




CHAPITRE IV 


Espaces métriques séparables 


Une topologie est dite séparable si elle admet une partie dénombrable 
dense. Nous verrons que tout espace métrique séparable possède la pro¬ 
priété de Lindelôf, c’est-à-dire tout recouvrement ouvert admet un sous- 
recouvrement dénombrable. 



Figure IV. 1. Ernst Lindelôf (1870-1946) 


1. Espaces métriques séparables 

Un espace métrique X est dit séparable s’il admet une partie dénom¬ 
brable dense, c’est-à-dire il existe Q C X telle que clQ = X et card Q < Ho- 
Ainsi la séparabilité est une propriété topologique. 

Exemple 1.1. Un espace discret X est pas séparable si et seulement s’il 
dénombrable. Effectivement, X est séparable pourvu qu’il existe une partie 
dénombrable Q de X telle que Q = cl t Q = X. 

L’espace R (des nombres réels) avec sa topologie usuelle est séparable, 
car il inclut l’ensemble dénombrable dense Q (des nombres rationnels). Nous 
savons que card R = c. Bel et bien, 

Proposition 1.2. Si un espace métrique X est séparable, alors card X < 
c (metr)^ 1 ). 

Démonstration. Soit A une partie dénombrable dense de X. Par consé¬ 
quent pour tout x G X il existe une suite f x G telle que x = lim n _*oo fx(n). 
L’application x i-> f x est injective, car une suite ne peut pas converger vers 
deux éléments distincts. Il s’ensuit que card X < card A n = Nq° — c * ^ 


1. Cette proposition n’est plus valable dans le cadre topologique général (voir B.6.) 
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Une partie B d’ouverts d’un espace topologique (X, O) est une base si 
pour tout O e O et tout a; G O, il existe B G B tel que x G B C OA 2 3 4 ^ Par 
exemple, {Bi(q) : q G Q,n G Ni} est une base (dénombrable) de R. 

n 

Proposition 1.3. Un espace métrique est séparable si et seulement s’il 
admet une base dénombrable^ (metr). 

Démonstration. Soit d une métrique de X. Si A est une partie dé¬ 
nombrable dense de X , alors B := {Bi(a) : a G A, n G Ni} est une famille 
dénombrable. Montrons que B est une base. En effet, si O est un ouvert et 
xGO, alors, par définition, il existe n G Ni tel que B\(x) C A. Puisque A 

n 

est dense, il existe a e An B_l(x). Donc x G B±.(a) C Bi(x) C O, car si 

2 n 2 n n 

y G Bi(a), alors 

2 n 

<*( 2 /,a:) < d(y,a) + d(a,;r) < ^ ^ 

Réciproquement, si {G n : n G N} est une base d’ouverts et x n G G n , alors 
{x n : n G N} est dense. □ 

Proposition 1.4. Si X est séparable et f : X —Y est continue et 
surjective y alors Y est séparable (top). 

Démonstration. Si A est une partie dénombrable dense de X , alors 
f(A) est bien évidemment dénombrable. Si y EY alors il existe x G X tel que 
y == /(x) et, d’après l’hypothèse il existe une suite ( a n ) n dans A convergeant 
vers x. Puisque / est continue, y = lim n _^oo f{a n ), donc y G cl f(A). □ 

Lemme 1.5. Tout produit fini d’espaces métriques séparables est sépa¬ 
rable (top). 

Démonstration. Soit Ak une partie dénombrable dense de Xk pour 
1 < k < n. Si x G n^=i Xk alors x(k) G cl Ak pour tout 1 < k < n, 
c’est-à-dire T4 / 0 pour tout 1 < k < n et tout T4 £ 14(a;(À0). 

Ainsi IlLi V k n ECU ^ 0 - {Ilfc=i Vk'-Vke Vk(x(k))} est une base 
de voisinages de x, donc x G dIE-1 Ak et nLi Ak est dénombrable. □ 

La difficulté de sa généralisation au cas infini (dénombrable) est que le 
produit dénombrable infini d’ensembles dénombrables infinis est de cardina- 
lité n£° = c. 

Proposition 1.6. Tout produit dénombrable des espaces métriques sépa¬ 
rables est séparable (top).( 5 ) 

2. Le plus petit cardinal k tel qu’il existe une base de cardinalité /c, s’appelle le poids 
de l’espace. 

3. Voir la proposition B.6.3 et l’exercice B.13f. 

4. Une autre façon de démontrer ce lemme est d’observer que si lim p Xk, P = Xk pour 
tout 1 < k < n, alors lim p (æi lP ,æ 2 lP ,... ,æ n , p ) p = (xi i X 2 > ... ,æ n ). 

5. Tout produit de /c espaces séparables est séparable pour /c < c (d’après le théo¬ 
rème B.6.2 de Hewitt-Marczewski-Pondiczery), mais si No < « alors le produit n’est pas 
métrisable (sauf dans des cas dégénérés) en vertu du théorème 111.9.9. 
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Démonstration. Soit A n une partie dénombrable dense de X n pour 
tout n G N et soit a un point arbitraire de üneN Ai- L’ensemble 


A:=ixeT\ A n 

1 AJ-ne N 


3 V 

n(x) n>n(x) 


x{n) = a(n)} 


est dénombrable. En effet, pour tout x G A il existe n x < oo tel que 

x e nii 0 An x nr„ w*»)}- 

A n=U A - M -n=n x 

Si on note r(x) := (x(0),... ,x(n x )), alors r est une application injective de 
A dans (J neN Ilj=o Ab donc card ^ < No- 

Il reste à montrer que A est dense dans üneN^* Si a; G IlneN-^ et 
ne N, alors il existe une suite (x^)k G A n telle que x(n) = Hm^oo^. La 
suite (yk)k suivante 

2/0 := (®o,o(l),o(2),o(3),...) 

Vi ■= (*ii*iiO(2),a(3),...) 


Vk ■= {x° k ,xi,...,a(k + l),...) 

converge vers x = (x(0), x(l), #(3),...) et yk e A pour tout k G N. □ 

En particulier, le cube de Hilbert et l’ensemble de Cantor sont séparables. 

Théorème 1.7 (Urysohn). Tout espace métrique séparable est homéo- 
morphe à une partie du cube de Hilbert. 

Démonstration. Soit X un espace séparable et soit d une métrique 
compatible bornée par 1. Si A = {a n : n G N} est un ensemble dense de X, 
alors h : X —» üneN [0> 1]> définie par 

h{x) ~ (d(x,a 0 ),d(a;,ai),...,d(a;,a n ),...) 

est continue, car 7r n o h est continue pour tout n G N. D’autre part h est 
injective. En effet, si h(x') = h(x), alors, par définition, d(x,a n ) = d(x', a n ) 
pour tout n G N. Ceci veut dire que les fonction continues d(x , •) = d(x\ •) 
coïncident sur l’ensemble dense A. Il s’ensuit que d(x, y) — d(x\ y) pour tout 
y G X, donc x = x'. 

Pour montrer que h~ l : h(X) — X est continue, considérons une suite 
( x k)k et x tels que lim&_>oo h{xk) = h{x). Si e > 0, alors il existe n tel que 
d(x,a n ) < e , car A est dense. D’autre part, puisque lim&-*ooM#&) = 
il existe k e G N tel que d(xfc,a n ) < d(x,a n ) H- e pour tout k > k e . Par 
conséquent, 


d(x, Xk) < d(x, a n ) H- d(xk, a n ) < 2<2(x, a n ) H- e = Se 
pour tout k> k e . 


□ 
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2. Espaces de Lindelôf 

On dit qu’une famille TL de parties de X est un recouvrement d’une partie 
A de X si A C U Hen^- Un recouvrement dans un espace topologique est 
dit ouvert si toutes les parties qui le constituent sont ouvertes. 

Un espace topologique X s’appelle de Lindelôf si pour tout recouvrement 
ouvert TL de X, il existe une suite ( H n ) n d’éléments de TL telle que X = 

UneN ^n- 

Théorème 2.1 (Lindelôf). Tout espace métrique séparable est de 
Lindelôf. 

Démonstration. Effectivement, si X est séparable, alors d’après la 
proposition 1.3, il existe une base d’ouverts {G n : n G N} de X. Soit TL une 
famille d’ouverts telle que X = U H€U^' Soit 

N~{ne N: 3 G n C H}. 

1 H€H 

Donc pour tout n G N il existe H n G TL telle que G n C H n . Comme X = 
U Hen P our tou t x e X il existe H G TL tel que x G H. Puisque H est 
ouvert et {G n : n G N} est une base, il existe n G N et x G G n C iî, donc 
n E N. Par conséquent, 

^^U„ 6 „G„cU neiï fl», 

ce qui prouve que X = UneN^- □ 

Un point x d’un espace métrique est dit de condensation d’une partie 
A si V fl A n’est pas dénombrable pour tout V G V(x). Il s’ensuit que tout 
point de condensation de A est aussi d’accumulation de A. Il s’avère (voir la 
solution de l’exercice 5) que l’ensemble des points de condensation de toute 
partie est parfait. 


Exercices 

Solutions : pages 300-301. 

(1) ★ Si X est un espace métrique séparable, alors cardX < c. 

(2) ★ Combien y a-t-il de fonctions réelles continues sur un espace 
séparable ? 

(3) ★ Soit X un espace métrique. Alors X est séparable si et seulement 
s’il existe une base dénombrable d’ouverts de X. 

(4) Dans tout espace métrique séparable X il existe une suite ( x n ) n 
telle que X = adh n _^oo(a; n ) n . 

(5) (Théorème de Cantor-Bendixson) Tout espace métrique séparable 
est l’union disjointe de deux ensembles, dont un est parfait et l’autre 
est dénombrable. 



CHAPITRE V 


Espaces métriques compacts 



La compacité est une propriété essentielle, garantissant la non vacuité de 
l’adhérence des suites (et plus généralement, des filtres) et, en conséquence, 
l’existence (des points fixes des applications continues, des minima des fonc¬ 
tions continues, etc.). 


Figure V.l. Émile Borel (1871-1956), Henri Lebesgue (1875- 
1941) et Alexandre N. Tikhonov (1906-1993) 

La forme séquentielle de compacité fut formalisé par Bolzano et Weierstratë, 
et sa forme générale ^ (en termes de recouvrements, familles distributives, 
grilles ou filtres) par Heine (1872), Cantor (1884), Peano (1887), Borel (1895), 
Lebesgue (1902), Vietoris (1921), Alexandrov et Urysohn (1923). 

1. Compacité en termes des suites 

Un espace métrique est dit compact si de toute suite on peut extraire 
une suite convergente. 

D’après la proposition II.6.2, un espace métrique X est compact si et 
seulement si 

(V.l) adhn-^oo x n ^ 0 

pour toute suite ( x n ) n d’éléments de X. 

Exemple 1.1. Considérons un espace métrique discret X. Les suites 
convergentes sont précisément celles stationnaires. L’espace discret est com¬ 
pact si et seulement s’il est fini. 


1. Voir l’annexe B. 
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Effectivement, si X est fini et (y n ) n est une suite d’éléments de X, alors 
il existe x G X tel que A x := {n G N : y n = #} est infini. Par conséquent, la 
suite ( yn) n ç.A x est constante, donc convergente vers x. 

Si X est infini, alors il existe une suite injective ( x n ) n dans X. Toute suite 
extraite de ( x nie ) k est injective, donc non stationnaire, d’où adh n _*oo x n = 0. 

Observons que les espaces discrets infinis sont la quintessence de la non 
compacité, car 

Proposition 1.2. Un espace métrique n’est pas compact si et seulement 
s } il a un sous-espace infini discret fermé. 

Démonstration. Par définition, X n’est pas compact si et seulement 
s’il existe une suite ( x n ) n d’éléments de X telle que 

adh n _*oo x n = H cl {xi : l > n} = 0, 

I ineN 

c’est-à-dire si pour tout x G X, il existe n et un voisinage V de x tel que 
V fl {xi : l > n} = 0. Par conséquent, il existe un voisinage W de x tel que 
WT){x n : n G N} C {x} , ce qui veut dire que {x n : n G N} est un sous-espace 
discret et fermé de X. 

Réciproquement, si F est un sous-espace infini discret fermé de X , alors 
il existe une suite injective ( x n ) n à valeurs dans F. Ainsi 

{xi : l > n} = cIf {xi : l > n} = clx {»/:/> n} 
pour tout n, donc adh n _*oo x n = HneN i x i : ^ — n ) = 0 * □ 

Une partie K d’un espace métrique (X, d) est dite compacte si (K^dx) 
est un espace compact, où dx est la métrique sur K induite de d. 

Il s’ensuit que K est une partie compacte de X si et seulement si 

K n adh n _*oo Xji ^ 0 

pour toute suite ( x n ) n d’éléments de K. Ainsi la compacité est une propriété 
absolue, c’est-à-dire 

Proposition 1.3. Si X , Y sont deux espaces métriques et K est un sous- 
espace commun de X et de Y, alors K est compact dans X si et seulement 
s ’il est compact dans Y. 

Une partie K d’un espace métrique (X, d) est dite relativement compacte 
si adhéra x n / 0 pour toute suite ( x n ) n d’éléments de K. 

Proposition 1.4. Une partie K d’un espace métrique X est relative¬ 
ment compacte si et seulement si clx K est compacte. 

Démonstration. Si cl xK est compacte, alors pour toute suite (x n ) n 
d’éléments de K , il existe une suite extraite convergeant vers un élément de 
clx X, donc de X. 

Réciproquement, soit K relativement compacte dans X et ( x n ) n est une 
suite d’éléments de clx K. Alors pour tout n G Ni il existe w n G K avec 
d(w n ,x n ) < Comme K est relativement compacte, il existe une suite 
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strictement croissante (n k ) k telle que (w nk ) k est convergente. Par conséquent, 
lim/c—>oo # 71 * — lim/c—>oo Wn k £ clx K. D 

Exemple 1.5. L’intervalle ]0, 1 [ est relativement compact dans [0,1], 
mais pas dans ] 0 , 1 ]. 

Proposition 1.6. Toute partie compacte d’un espace métrique est fer- 
mée (metr). 

Démonstration. Soit K une partie compacte d’un espace métrisable 
X et soit x e cl K. Alors il existe une suite ( x n ) n d’éléments de K telle que 
x = lim n _^oo x n . D’autre part, il existe une suite extraite ( x Uk ) k de (x n ) n telle 
que lim/^^oo x Uk £ AT, car K est compacte. Or lim^oo x nk = lim n _>oo x n = x , 
donc x E K. □ 

En conséquence, une partie K d’un espace métrique est compacte si et 
seulement si 0 / adh n _*oo x n C K pour toute suite ( x n ) n d’éléments de K. 

Proposition 1.7. Toute partie fermée d’un espace métrique compact est 
compacte (top). 

Démonstration. Soit L une partie fermée d’un espace compact X. Soit 
(# 71)71 une suite d’éléments de L. D’après la compacité de X, il existe une 
suite extraite {x nk ) k de ( x n ) n telle que lim^oo x Uk G X, mais puisque L est 
fermée, lim^oo x nfc G L, en montrant que L est compacte. □ 

Proposition 1.8. Si f : X —ï Y est continue et K est une partie com¬ 
pacte d’un espace métrique X, alors f(K) est compacte (top). 

Démonstration. Si ( y n ) n C /(X), alors il existe une suite ( x n ) n à 
valeurs dans K telle que y n = f(x n ) pour tout n. Puisque K est compacte, 
il existe une suite extraite (x nk ) k de ( x n ) n telle que lim^oo x Uk G X, donc 
Hmfc-*oo 2/7i fc = /(limfc_*oo#7i*) G f(K) d’après la continuité de /. □ 

Corollaire 1.9. Soit X,Y espaces métriques. Si X est compact et une 
application f : X Y est bijective et continue , alors f est un homéomor¬ 
phisme. 

Démonstration. Il suffit de montrer que / -1 : Y —>■ X est continue, 
par exemple, on va montrer que si A est un fermé de X, alors ( f~ l )~ l (A ) 
est fermée. D’après la proposition 1.7, A est compact, donc f(A) est com¬ 
pact grâce à la proposition 1 . 8 , et fermé d’après la proposition 1 . 6 . Or 

(r i )-\A) = f(A). □ 

Un espace métrique X est dit totalement borné (ou pré-compact) si pour 
tout r > 0 il existe une partie finie F de X telle que X = B r (F). 

Lemme 1.10. Tout espace métrique compact est totalement borné. 


2. Voir l’exemple 4.1. 
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Démonstration. Supposons qu’au contraire, il existe r > 0 tel que, 
pour toute partie finie F, il existe xp £ X tel que xp £ B r (F). Alors on 
peut construire une suite ( x n ) n telle que d(x n) x m ) > r pour tout n / m. 
Puisque X est compact, il existe une suite convergente extraite ( x Uk )k de 
(x n ) n , en particulier limjfe^ 00 d(x nfc ,x nfc+1 ) = 0, ce qui n’est pas possible car 
d(x nic ,x nk+l )>r. □ 

Corollaire 1.11. Toute partie compacte d } un espace métrique est bor¬ 
née. 

Démonstration. Si K est compacte dans (X, d), alors, par définition, 
(AT, dp) est un espace métrique compact. D’après le lemme 1.10, il existe une 
partie finie F de K telle que K C B\(F). Or diam(Bi(F)) < diam(F) H- 2 < 
oo. □ 

La droite réelle E n’est pas compacte, car elle inclut l’ensemble fermé, 
discret et infini Z (des nombres entiers). 

L’ordre de la droite réelle est, par définition, complet, au sens que toute 
partie majorée non vide admet la borne supérieure (de façon équivalente, 
toute partie minorée non vide admet la borne inférieure). Cette propriété 
entraîne la compacité des parties bornées fermées de la droite : 

Théorème 1.12 (Bolzano-Weierstratë). Toute suite bornée dans la droite 
réelle admet une suite extraite convergente. 

Donnons ici une démonstration ayant recours direct à la complétude 
par rapport à l’ordre (c/., [23]). 

Démonstration. Soit m, M G E tels que m < x n < M pour tout 
n G N. Par définition, x e X C R si {n e N : x < x n } est infini. L’ensemble 
X n’est pas vide, car m E X. 

D’autre part, X est majoré par M, car {n G N : M < x n } est vide. 
D’après la complétude de E, il existe le plus petit majorant Xqq de X. Puisque 
Xqq — leXet Xqq H- 1 ^ X, il existe n\ tel que x ni G Jxqo — 1> x oo + 1[- Sup¬ 
posons que nous avons trouvé n\ < .. . < tels que x Uk G Jxqq — Xqq + ^[, 
alors il existe n^+i > n* tel que x Uk+1 G ]xoo - ^,#00 + ^[, car cet 
intervalle contient x n pour une infinité de n. Il s’ensuit que ( x Uk )k est une 
suite extraite de (x n ) n qui converge vers Xqq. □ 

Corollaire 1.13. Une partie de E est compacte si et seulement si elle 
est fermée et bornée. 

En effet, si A est une partie compacte, alors A est fermée d’après la 
proposition 1.6 et bornée d’après le corollaire 1.11. Si A est fermée bornée, 
toute suite dans A est bornée, alors d’après le théorème 1.12 de Bolzano- 
Weierstratë, elle admet une suite extraite convergente vers un élément de A, 
car A est fermée. 

3. Rappelons que B r (F) := U x eF B r (x). 

4. Cette propriété est légèrement plus forte que la propriété de treillis complet qui 
assure l’existence de la borne supérieure de toute partie non vide. 
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Théorème 1.14. Tout espace métrique compact est séparable ^ (metr). 

Démonstration. Par le lemme 1.10, pour tout n G Ni il existe une 
partie finie F n de X telle que Bi(F n ) = X. L’ensemble F := \J n€ ^F n est 

n 

bien entendu dénombrable et dense, car pour tout x G X et tout r > 0 il 
existe n > donc x G B\ (F n ) donc il existe w G F n C F avec d(x, w) < r. 

r n 

□ 

Théorème 1.15 (Tikhonov). Si X n est un espace métrique pour tout 
n G N, alors X := IlneN-^ es * com P ac t si et seulement si X n est compact 
pour tout n G N (top). 

Démonstration. Si X est compact, alors pour tout n, l’espace X n est 
compact comme l’image du produit par la projection 7r n . 

Soit {fk)k€N une suite dans üneN^* Alors comme Xq est compact, il 
existe une partie infinie No de N et xo G Xo tels que xo = limyvo^^oo /fc(0). 
Supposons que nous avons trouvé des parties infinies No D N\ D ... D N n - \ 
telles que lim N m Bk-Hx> fk(™) — x m pour tout 0 < m < n — 1. Alors il 
existe N n C iV n _i et x n G X m telle que lim N n Bk-Hx> fk(n) = x n » car X n 
est compact. D’après la proposition 1.4.9, il existe un ensemble infini Nqq 
tel que N,oo \ N n est fini pour tout n. Par conséquent, lim^ 00 5 ^oo fk = 
(xo, xi,..., x n , • • •)• Effectivement, pour tout n, lim^ n5 ^oo fkip) — x n donc 
lim Woo9fc _ >00 f k (n ) = x n . □ 

Remarque 1.16. Le théorème 1.15 est un cas particulier du théorème 
B.4.4 de Tikhonov, disant qu’un produit arbitraire d’espaces topologiques 
est compact si et seulement si toute composante est compacte. Cependant 
la démonstration ci-dessus, basée sur la convergence des suites, est donnée 
pour les topologies métrisables. 

Il s’ensuit que le cube de Hilbert et le cube de Cantor sont compacts. 
D’après le théorème IV.1.7 d’Urysohn, le théorème 1.14 et la proposition 

1 . 8 , 


Corollaire 1.17. Tout espace métrique compact est homéomorphe à une 
partie fermée du cube de Hilbert. 

Exemple 1.18. L’ensemble de Cantor C est homéomorphe au cube de 
Cantor, donc est compact. La compacité de C est également une conséquence 
de la construction, en tant qu’une intersection d’ensembles fermés. Notons 
que C a une base dénombrable composée de parties qui sont à la fois ouvertes 
et fermées. 

Théorème 1.19. Tout espace métrique compact non-vide est Timage 
continue de Vensemble de Cantor. 

Démonstration. L’exercice 11. □ 


5. Ce fait n’est plus valable dans le cadre topologique général (voir l’exercice B. 14. 
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Théorème 1.20 (Heine). Si X est un espace métrique compact et f : 
X —»■ Y est une application continue, alors f est uniformément continue. 

Démonstration. Si X est compact et / est continue, mais qui n’est 
pas uniformément continue, alors il existe e > 0 tel que pour tout n il existe 
x n ,w n tels que d(x n ,w n ) < £ et d(f(x n ), f(w n )) > e. 

Puisque X est compact, il existe Xqo et une partie infinie A de N telle 
que lim^n-xx) x n = #oo et Wqq et une partie infinie B de A telle que 
lim£ 9 n->oo w n = w Q o, donc également lim^n-Kx^n = #oo- 
De l’inégalité 

d(x oo, W 0 o) < d(x oo, X n ) + d(x n , W n ) + d(w n , Wqq) 
pour n G B, résulte que Xqo = w^. La continuité de / implique que 

liïïl£3 n _*oo f(x n ) = /(Xoo) = /K») = lim B5 n^oo/(^n), 

donc lim^^Ti—^oo d(/(#n)> f(w n )) = 0, contrairement à l’hypothèse 

d(f(x n )J(w n )) > e . 


□ 

Théorème 1.21 (Weierstratë). Sï X est métrique compact (non vide) et 
f : X est une fonction continue , alors f est bornée et atteint ses bornes 
(top). 

Démonstration. Soit (r n ) n une suite dans /(X) telle que r n > r n +i 
pour tout n, et inî xe x f = lim n _^oor n . Alors il existe une suite (x n ) n telle 
que r n = /(x n ) pour tout n. Comme X est compact, il existe une suite 
extraite ( x nk )k de ( x n ) n et Xqo G X tels que lim^oo x Uk = Xqq. Comme / 
est continue, 

infiex / < f(xoo) = lim^oo f(x nk ) < lim*.*» r nk = inf l€ x /, 

donc / atteint sa borne inférieure. On prouve de la même manière qu’elle 
atteint sa borne supérieure. Par conséquent, les bornes sont finies, donc / 
est bornée □ 


2. Compacité en termes des recouvrements 

Théorème 2.1 (Cantor). Un espace métrique X est compact si et seule¬ 
ment si pour toute suite décroissante ( F n ) n de parties fermées non vides de 

X, 

fl 

I IneN ^ 

(metr). 


6. Le fait que / est bornée est également une conséquence du fait que f(X) est une 
partie compacte de M selon la proposition 1.8. 
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Démonstration. Soit x n G F n . Si X est compact, alors il existe une 
suite extraite ( x nk )k de ( x n ) n et Xqo telle que Xqo G X. Par définition, pour 
tout n, il existe fc(n) telle que x nk G F n pour tout k > fc(n), et comme F n 
est fermé, Xqo G F n , donc Xqo € flneN 

Réciproquement, si X n’est pas compact, alors grâce à la proposition 
1.2, il existe une suite ( x n ) n injective d’éléments de X telle que toute partie 
de {x n : n G N} est fermée, donc F n := {xi : l > n} définit une suite décrois¬ 
sante de fermés non vides, dont l’intersection est vide. □ 

Théorème 2.2 (Borel). Un espace métrique X est compact si et seule - 
ment si pour toute suite ( H n ) n d’ouverts telle que X = \J ne ^Hny H existe 
n G N tel que X = (j£=o ^ (metr). 

Démonstration. En contraposant le 2.1 de Cantor avec G n := X\F n , 
on obtient qu’un espace métrique X est compact si et seulement si pour toute 
suite croissante d’ouverts ( G n ) n telle que (JneN = X , il existe n G N pour 
lequel G n = X. Si ( H n ) n est une suite d’ouverts, alors G n := Ufc=o définit 
une suite croissante d’ouverts telle que UneN G n = UneN^» ce qui achève 
la preuve. □ 

Théorème 2.3 (Borel-Lebesgue). Un espace métrique est compact si et 
seulement si pour toute famille d’ouverts H telle que 

iy-2) 

il existe une sous-famille finie Ho de H telle que X = U HeHo ^ (^°P)* 

Démonstration. Si X est un espace métrique compact, donc sépa¬ 
rable, alors, d’après le théorème 2.1 de Lindelôf, il existe une sous-famille 
dénombrable Hi de H telle que X = (J HeUi D’après le théorème 2.2 de 
Borel, il existe une famille finie Ho de H\ telle que X = {JneUo H- Si un 
espace métrique X n’est pas compact, alors selon le théorème 2.2 de Borel, il 
existe une famille (dénombrable) H vérifiant (V.2) et telle que X ^ (J HeUo ^ 
pour toute sous-famille finie Ho d e H. □ 

Donc un espace métrique est compact si et seulement si de tout recou¬ 
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

3. Prolongements des applications continues 

Soit K un espace métrique compact, A une partie dense d’un espace 
métrique X et / : A -» K une application continue. Si / admet un pro¬ 
longement continu à X , alors pour tout couple Fo F\ de fermés disjoints de 

K, 

(V.3) cir 1 (F o )nclf- 1 (F 1 ) = 0. 

Effectivement, si h : X —» K est une application continue telle que h(x) = 
f(x) pour tout x G A et Fo,Fi sont fermés et disjoints, alors h~ 1 (Fo) et 
/i _1 (Fi) sont fermés disjoints, et / -1 (Fo) C h~ 1 (Fo) et / -1 (Fi) C h~ 1 (Fi) > 
d’où (V.3). Réciproquement, 
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Théorème 3.1. Si K est compact, A est dense dans X et f : A —» K 
est une application continue telle que (V.3) pour tout couple Fo y F\ de fermés 
disjoints de K , alors il existe un prolongement continu de f à X (top). 

Démonstration. Soit ( V n ) n une base décroissante de voisinages ou¬ 
verts de x G X. Alors (cl f(V n fl A)) n est une famille décroissante de fermés 
non vides (A étant dense) dans un espace compact. Conformément au théo¬ 
rème 2.1, 

F{x) := fl n€N cl ^ nA )^ 0 - 

L’ensemble F(x) est un singleton. Sinon, il existe yo ^ y\ dans F(x), et 
par conséquent deux voisinages fermés disjoints Fo et Fi de yo et de y\ 
respectivement. 

D’après l’hypothèse, cl/ -1 (Fo) nd/ -1 (Fi) = 0. Bien sûr, x ne peut 
appartenir qu’à une des deux. Ainsi, si x £ cl/ -1 (Fi), alors il existe n G N 
tel que V n nf~ 1 (Fi) = 0, ce qui équivaut à f(y n C\A)f\F\ = 0, contrairement 
à la construction de F(x). 

Soit h(x) tel que {h(x)} = F(x). Si x G A, alors f(x) G F(x ), donc 
h(x ) = /(x), c’est-à-dire h est un prolongement de /. 

Ce prolongement est continu. En effet, si O est un ouvert tel que h{x) G 
O, alors suivant l’exercice 4.d et 4.e, il existe n G N tel que cl f(V n C]A ) C O. 
Si w G V n , alors {h(w)} = F(w) C cl f(V n fl A) C O, ce qui prouve la 
continuité de h . □ 


4. Compacité dans des espaces fonctionnels 

Si X est un espace topologique, alors C^X^R) désigne l’ensemble des 
applications continues bornées de X dans K. Puisque toute application 
continue d’un espace compact dans un espace normé est bornée, Cb(X y R) = 
C(X , R) pourvu que X soit compact. 

On munit Cb(X y R) de la métrique 

(V.4) D(f , g) := sup^x \f(x) - g(x) \. 

D’ailleurs, cette métrique n’a pas recours à la métrique de X. La topologie 
associée à cette métrique est appelée la topologie de la convergence uniforme 
et est notée r(X, K). Bien entendu, une base de voisinages de / pour r(X y R) 
est composée des boules 

B D (f,e) := {g € C b (X, R) : D(f,g) < e}, 

où e > 0. 

La topologie de la convergence simple sur Cb(X y R) est notée a(X y R). 
C’est la restriction à Cb(X> R) de la topologie-produit sur R x = IlæGX®- 
Nous verrons (le théorème III.9.9) que si X n’est pas dénombrable, alors 
cr(A”, R) n’est pas métrisable. 

7. Tout ce qu’on présente dans cette section reste valable si la droite réelle M est rem¬ 
placée par un espace métrique quelconque avec des adaptations évidentes (voir l’exercice 

7). 
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Proposition 4.1. La topologie de la convergence uniforme est plus fine 
que la topologie de la convergence simple (top). 

Démonstration. Une base de voisinages de / pour a(X,R) consiste 
de 

(V.5) {g e C b (X, K) : sup*^ |/(x) - g(x)\ < e}, 

où e > 0 et F est une partie finie de X. Bien sûr, Bo{f^s) est incluse dans 
(V.5), ce qui achève la preuve. □ 

Une partie JF de C\,(X, R) est dite équicontinue en x si pour tout e > 0 
il existe V G V(x) tel que f(V) C BD(f(x),e) pour tout / G JF. Une partie 
est appelée équicontinue si elle est équicontinue pour tout x G X. 

Théorème 4.2. Si X est un espace métrique compact, alors les topolo¬ 
gies cr(X, R) et r(X, R) coïncident sur les parties équicontinues (top). 

Démonstration. Soit X un espace métrique compact, JF une partie 
équicontinue de C(X , K), e > 0 et /<*> G JF. Nous allons trouver un voisinage 
W de /oo pour a{X, R) tel que W H J 7 C Bd(/oo>£)- 

Puisque JF est équicontinue, pour tout x G X, il existe V x G V x (x) tel 
que d{f{v),f{x)) < | pour tout / G JF et v G V x . Puisque X est compact, il 
existe un ensemble fini E de X tel que X = (J xeE V x . On pose 

w := fl^ {/ e T : I f(x) - / TO (x)| < f } . 

Si / G W fl JF et v G X, alors il existe x v G E tel que v G V Xv . Donc 

\f(v) - /oo(t>)| 

< l/(*>) - f(x v )I + \f(x v ) ~ foo(x v )\ + I f(x v ) ~ foo(v)\ < e, 
c’est-à-dire / G -Bd(/oo>£)* D 

Proposition 4.3. Si X est un espace métrique compact , alors toute 
partie équicontinue simplement bornée de C(X, K) est bornée (top). 

Démonstration. Soit JF une partie simplement bornée et équicontinue 
de C(X y K). Pour tout x e X il existe m(x) > 0 tel que sup {| f(x) \ : f e J 7 } < 
m{x) et, comme JF est équicontinue, il existe V x G V(x) telle que 

sup{|/(v)| : v G V Xy f G J 7 } < m(x). 

Puisque X est compact, il existe un ensemble fini D tel que X = \J xeD V x . 
Si m := max {m{x) : x G D}, alors 

sup{|/(v)| : v G X y f G JF} < m < oo, 

ce qui montre que JF est bornée. □ 

Proposition 4.4. Si X est un espace métrique compact , alors la ferme¬ 
ture y pour la topologie de la convergence simple, de toute partie équicontinue 
de Cb(X, K) est équicontinue (top). 
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Démonstration. Soit /oo € cl a T. Alors pour tout x et tous e > ô > 0 
il existe V € V(x) tel que |/(x) — f(v)\ < S pour tout v € V et / € T. Fixons 
v eV. Soit / € T telle que |/oo(:r) - /(x)| < \{e - ô) et \foo(v) - f(v)\ < 
^(e — S). Alors 

l/co(») - /oo(»)| 

< |/oo(œ) - f(x )| + | f(x) - f(v )| + |/ TO (t>) - f(v )| < e, 
ce qui prouve l’équicontinuité de c\ a F. □ 

Théorème 4.5 (Arzelà-Ascoli). Si X est un espace métrique compact f 
alors une partie fermée est compacte pour t(X, K) si et seulement si elle est 
simplement bornée et équicontinue (top). 

Démonstration. Comme X est métrique compact, donc séparable, il 
existe une partie Q dénombrable dense dans X. Il est immédiat que la res¬ 
triction des éléments de C(X, K) à C&(Q,R) est injective et un homéomor¬ 
phisme de r(X, R) dans r(Q,R). D’autre part, cr(Q,R) est la restriction de 
la topologie produit de IXreQ donc métrisable, car Q est dénombrable. 

Supposons que JF soit une partie de C(X y R) compacte pour r(X, R). 
Alors sa restriction JF\q sur Q, est compacte pour r(Q,R), donc pour 
<j(Q,R) d’après la proposition 1.8 appliquée à l’application identité. 

En vertu du théorème 1.15 de Tikhonov, { f(x ) : f e JF} est compacte 
dans R, donc bornée, pour tout x G Q, donc pour tout x G X. 

Si JF n’était pas équicontinue, alors il existerait x G X et e > 0 tels que 
pour tout n G Ni il existe f n G J 7 et x n G B(x , £) tels que | f n (x) — / n (x n )| > 
e. Par conséquent, il n’y aurait aucune suite extraite de (/ n ) n convergente 
pour r{X> R). En effet, si /oo était la limite de ( f U k)k > alors on aurait 

^ I fnk( x ) ~ fn k ( x nk)\ 

— I fn k ( x ) ~ foo(x)\ + \fco(x) — /oo ( x n k ) I "b \foo( x n k ) ~ fn k ( x nk) I 

— 2D(/ nfc , /oo) + \foo( X ) ~ foo{ X Tlk) \ • 

Par conséquent, limjb_^oo ^(/n fc ,/oo) = 0 et puisque /oo est continue, 
lim^oo \fco( x ) ~ fco(x nk )\ = 0, 
ce qui est une contradiction. 

Réciproquement, soit JF une partie fermée, simplement bornée et équi¬ 
continue de C(X> R). D’après le théorème 4.2, r(X, R) et a(X y R) coïncident 
sur JF , donc cr(Q,R) et r(Q, R) coïncident sur F\q. L’espace F\q avec la 
topologie cr(<2> R) est homéomorphe à if( x ) : / £ J 7 } avec la topologie 
produit. 

Or m(x) := sup {|/(x)| : / G F} < oo pour tout x e Q. Par conséquent, 
F\q est incluse dans ELeQ l~‘m(z),m(x)\ qui est compact pour cr(Q,R) 
selon le théorème 1.15 de Tikhonov. 

D’après l’hypothèse, F est fermée dans r{X> R), donc F\q est fermée 
dans r(Q, R) et, par conséquent, dans cr(Q, R). Ainsi F \q est compacte dans 
cr((5,R), donc dans r(Q,R), donc F est compacte dans r(X ) R). □ 
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5. Théorème de Stone-Weierstrafi 

En général, la borne supérieure de fonctions réelles continues n’est pas 
continue, mais seulement semi-continue inférieurement. 

Théorème 5.1 (Dini). Si une suite croissante de fonctions réelles conti¬ 
nues sur un compact converge simplement vers une fonction continue y alors 
elle converge uniformément. 

Démonstration. Soit X compact et ( f n ) n une suite d’éléments de 
C(Xy K) telle que f n (%) < /n+i(x) pour tout n G Net tout x G X. Soit 
f(x) := lim n _+oo fn(x)- Soit e > 0. Alors 

F n := {x € X : /(x) - f n (x) > e} 

est fermé et F n D F n + 1 pour tout n G N. D’autre part, CïneN^n = donc 
d’après le théorème 2.1 de Cantor, il existe n e G N tel que 0 = k € et, en 
conséquence, | f(x) — / n (x)| < e pour tout n>n £ . □ 

Lemme 5.2. La racine carrée sur [0,1] est la limite uniforme d f une suite 
de polynômes. 

Démonstration. Soit po(t) := 0 pour tout 0 < t < 1. Pour ne N, soit 
p n + 1 le polynôme 

(V.6) p„+i(t) := p n (t) + - p n (t) 2 ). 

Montrons par récurrence que 

(V.7) 0 < Pn (t) < Vt 

pour tout 0 < t < 1. C’est évident pour n = 0, et si c’est vrai pour n, alors 
St - Pn+l(t) = Vt~ Pn(t) ~\{t~ p n (t) 2 ) 

= (Vt-p n (t))(l - \(St+p n {t))) > 0, 

d’après l’hypothèse de récurrence (V.7) et car 0 < t < 1. Il s’ensuit de (V.7) 
que t — p n {t) 2 > 0, donc (p n (t)) n est croissante est majorée par y/t donc 
p{t) := lim n -+ooPn(t) existe pour tout 0 < t < 1. En passant à la limite dans 
(V.6) quand n tend vers l’infini, on obtient p(t) = p(t) -f \{t — p(t) 2 ), c’est- 
à-dire p(t) = \Jt. Enfin le théorème 5.1 de Dini implique que ( p n )n converge 
uniformément. □ 

Rappelons qu’une partie P de C{X y K) est dite une algèbre si f + g, f — g 
et / • g appartiennent à P pourvu que f,g e P. Bien sûr, C(X, K) est elle- 
même une algèbre. 

Lemme 5.3. Si X est compact et P est une sous-algèbre de C(X, K) fer¬ 
mée pour la convergence uniforme, alors |/|, max(/, g), min(/, g) e P pourvu 
que f,geP. En particulier P est un treillis. 
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Démonstration. Si / G P c C(X,K), alors / est bornée : il existe 
r > 0 tel que \f(x)\ < r, donc g := est bornée par 1. Puisque \g\ = £ |/|, 
il suffit de montrer que \g\ E P. Comme |£| = Vt 2 , la fonction \g\ est la limite 
uniforme de ( p n o (p) 2 ) n , dont les termes appartiennent à P. Par conséquent, 

ma x(f,g) : = \{f + g + |/ - ff|), 
min (J, g) : = \(f + 9 ~\f ~ g\), 

appartiennent à P si f y g G P Par conséquent, toute borne inférieure et 
supérieure d’un nombre fini d’éléments de P appartient à P. □ 

Théorème 5.4 (Stone-Weierstratë). SiX est compact, alors toute sous- 
algèbre de C(X y K) contenant les constantes, distinguant les points est fermée 
pour la convergence uniforme et coïncide avec C(X, R). 

Démonstration. Soit / G C(X> R) et £ > 0. Nous allons trouver / e G 
P tell que | f(x) — f £ (x)\ < e pour tout x G X. 

Si v ^ Wy alors il existe f VyW G P telle que f Vt w(v) = f(v) et f VyW (w) = 
/(w). Effectivement, puisque P distingue les points de X, il existe p E P 
telle que p(v) ^ p(w). Alors la fonction 

/«.«(*) := + p(tj - P p(v ) {nw) - /(v)) ’ 

appartient à P, f VyW (w) = f(w) et f ViW (v) = /(^)* Alors 

:== : fv t w { x ) < /C 2 ') "b > 

Yv,W := { X '• fv t w { X ) ^ /C 2 ') _ 

sont des voisinages à la fois de v et de w. 

Pour tout v G X, la famille [Y VyW : w G X} est un recouvrement ouvert 
de X , donc, par compacité, il existe une partie finie W v de X telle que 
{Y VyW : w G W v } est un recouvrement de X. Pour tout v G X> la fonction 
f v := ma x{f VyW : w G W v } appartient à P et 

x E X => f v (x) > f(x) - e, 

x G U v := P| => / v (x) < /(x) + e. 

Puisque {U v : v G X} est un recouvrement ouvert de l’espace compact X> il 
existe une partie finie V de X telle que {U v : v G V} est un recouvrement 
de X. Alors f £ := min {f v : v G V} appartient à P et \f(x) — f £ (x)\ < e 
pour tout x E X. La coïncidence suit, car P est fermée pour la convergence 
uniforme. □ 

Corollaire 5.5. Toute fonction réelle continue sur un intervalle compact 
est une limite uniforme de polynômes. 

Démonstration. Soit P la plus petite sous-algèbre de C([a, b ], K) conte¬ 
nant la fonction constante 1 et l’identité. Alors P est composée de tous les 
polynômes et, d’autre part, l’identité distingue les points. La fermeture de 
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P pour la convergence uniforme de P est une algèbre, qui coïncide avec 
C([a, 6],R) d’après le théorème 5.4 de Stone-Weierstratë. Par conséquent, 
toute fonction / G C([a, b] ,R) est une limite uniforme de polynômes. □ 

Exercices 

Solutions : pages 301-307. 

(1) ★ Soit F, K deux parties fermées d’un espace métrique (X, d). Mon¬ 
trer que 

(a) si F fl K = 0 et K est compacte, alors dist(F, K) > 0, 

(b) l’hypothèse de compacité est essentielle. 

(2) ★ Toute union finie de parties compactes est compacte. En particu¬ 
lier, toute partie finie est compacte. 

(3) ★ Une partie d’un espace euclidien est compacte si et seulement si 
elle est fermée et bornée. 

(4) Soit ( A n ) n une suite de parties d’un espace métrique X. 

L’ adhérence de ( A n ) n est définie par 

Adh^oo A n := r] n€N cl (U fe > n i4 *)' 

Montrer que 

(a) x G Adh n _+oo A n si et seulement s’il existe une suite strictement 
croissante (rik)k et Xk 6 A nk pour tout fc G N de telle sorte que 
x — lim/j—^oo Xky 

(b) si A n = {a n } pour tout n, alors Adh n _+oo A n = adh n _+oo Q>7ii 

(c) si A n D A n +i pour tout n, alors Adh n _^oo A n = DneN c ^A n> 

(d) si X est compact, alors pour tout ouvert O D Adh n _+oo A n il 
existe no tel que A n C O pour tout n> no- 

(5) ( !) (Choquet [6, p. 70]) Soit X un espace métrique compact, Aqq C 
X et ( A n ) n une suite de parties de X. Si pour tout ouvert O D A 0Q 
il existe no tel que A n C O pour tout n > no, alors il existe une 
partie compacte K de A^ telle que pour tout ouvert O D if il 
existe no tel que A n \ A 0Q C O pour tout n> no- 

(6) Une famille JF de parties non vides d’un ensemble X s’appelle base 
de filtre si pour toute sous-famille finie JFq de JF il existe Fo G F tel 
queFoCfVeJFo^ 

(a) Montrer qu’une partie K d’un espace métrique est compacte si 
et seulement si pour toute base de filtre F telle que K fl F ^ 0 
pour tout F G F, alors 

ifflPl cl F^0. 

I I fet ^ 
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(b) Soit X un espace métrique compact, JF une base de filtre. Mon¬ 
trer que si O est un ouvert tel que 

H clFcO, 

I I FeT 

alors il existe F € JF tel que cl F C O. 

(7) Soit X et Y des espaces métriques et f : X —ï Y une application. 
Alors le graphe Gr(/) de / est compact si et seulement si X est 
compact et / est continue 

( 8 ) Soit X et Y espaces métriques et / : X —> X une application. Un 
élément x de X est appelé point fixe de /, si f(x) = x . Montrer que 
si (X, d) est compact, / : X —> X est continue et si / n’a pas de 
point fixe, alors il existe r > 0 tel que d(x , f(x)) > r pour tout x. 

(9) Dans la section 1.6 nous avons considéré Y ensemble de Cantor C. 
Notons 


C 0 := C, 

Ci :=Cfl/ 0 , C 2 :=Cfl/i, 

Cs = C fl 7o,o> C 4 = C fl / 0 , 1 , C 5 = C fl Ii t 0y Cq = C fl Ii t i >... 
Bien entendu, lim^oodiamCn = 0. Montrer que 


(V. 8 ) 


(a) C n est fermée et ouverte dans C (pour tout n), 

(b) C n est homéomorphe à C (pour tout n), 

(c) {C n : n G N} est une base d’ouverts de C, 

(d) pour tout ouvert O de C, il existe A C N tel que 

0 = 11 C n et n^m => C n f\C m — 0 , 

(e) si F est une partie fermée de C et O = C \ F est représentée 
par (V. 8 ), alors pour tout n e A il existe y n G F tel que 

d(y n , C n ) = dist(F, C n ) > 0 . 


( 10 ) Montrer que si F est une partie fermée de l’ensemble de Cantor et 
C \ F est représentée par (V. 8 ), alors la projection irp : C —> F 
définie par 


est continue. 



x, si x G F, 
2/n, si x G C n , 


( 11 ) Soit cp : C —> [ 0 , 1 ] définie par 



où x 


y,x(n) 
2^ 371 


et x(n) e {0,2}. Montrer que 


8. Exercice communiqué par le professeur G. H. Greco. 
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(a) (p est surjective et continue, 

(b) (p n’est pas bijective, 

(c) il existe une application continue surjective de l’ensemble de 
Cantor sur le cube de Hilbert YlneN [0> 1]> 

(d) tout espace compact non-vide est l’image continue d’une partie 
fermée de l’ensemble de Cantor C, 

(e) tout espace compact non-vide est l’image continue de l’en¬ 
semble de Cantor C. 




CHAPITRE VI 


Espaces métriques complets 


René Baire a montré que, dans un espace métrique complet, toute inter¬ 
section dénombrable de parties ouvertes denses est dense. Le théorème de 
Baire est parmi les plus féconds théorèmes de mathématiques. Waclaw Sier- 
pinski a montré que toute partie complètement métrisable d’un espace mé¬ 
trique est un G$ et Pavel S. Alexandrov que toute partie G$ d’un espace 
métrique complet est complètement métrisable. Eduard Cech a introduit la 
complétude topologique ^. 



Figure VI. 1. René Baire (1874-1932), Eduard Cech (1893-1960) 
et Waclaw Sierpirïski (1882-1969) 


La notion de complétude trouve de nombreuses applications, notamment 
en analyse fonctionnelle. 

1 . Espaces métriques complets 

Soit (X y d) un espace métrique. Une suite (x n ) n d’éléments de X est 
dite de Cauchy (ou fondamentale) si pour tout e > 0 il existe n e tel que 
d(x ny x m ) < e pour n, m > n e . 

Observons que ( x n ) n est une suite de Cauchy si et seulement si 
lim n _*oo diam { x & : k > n} = 0. 

Il s’ensuit que toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy. 
Proposition 1 . 1 . Toute suite convergente est de Cauchy. 

1. A. V. ArhangePskii a caractérisé les espaces complets au sens de Cech comme les 
Gs de leurs compactifications. 
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Démonstration. Si x = lim^ooÆn alors pour tout e > 0 il existe n £ 
tel que d(x n ,x) < § pour n > n e . Donc si n,ra > n £ alors d(x n ,x m ) < 
d(x n , x) + d(x m , x) <€. □ 

Proposition 1.2. Toute suite de Cauchy est bornée. 

Démonstration. Si (x n ) n est une suite de Cauchy, alors il existe ni tel 
que {x n : n > ni} C B(x ni , 1), donc bornée. 

D’autre part, { x n : 0 < n < ni} est finie, donc bornée et, par conséquent, 
la suite est bornée. □ 

Lemme 1.3. Une suite de Cauchy est convergente, pourvu qu’elle 
admette une suite extraite convergente . 

Démonstration. Soit ( x n ) n une suite de Cauchy et ( x nk )k une suite 
extraite de ( x n ) n telle que Xqq = lim^oo x nic . Si e > 0, alors il existe n £ tel 
que d(x n ,x m ) < e pour tout n,m > n e et, d’autre part, il existe k £ tel que 
d(x nk ,x oo) < e si k > k £ . Donc, pour k > k £ et n,n& > n e , 

d{x<fi,xoo) ^ d(xji,Xji k ) d{Xfi k ,XQo) ^ 2£, 

ce qui prouve que lim^oo x n = Xqq. □ 

Un espace métrique (X , d) s’appelle complet (et sa métrique d est dite 
complète) si toute suite de Cauchy (par rapport à d) est convergente. On 
observe que d est complète si et seulement si 6 := min(d, 1) est complète. Ce 
fait relativise la portée de la proposition 1.2, car si une métrique est bornée, 
alors toutes les suites sont bornées. 


Exemple 1.4. Dans l’exemple II.2.5, les deux métriques i(x,y) := 

i i 


si x = y et i(x,y) := 1 si x ^ y et h(x, y) := 


engendrent la même 


topologie (la topologie discrète), donc les suites convergentes sont les mêmes, 
c’est-à-dire stationnaires. 

Il est évident qu’une suite est de Cauchy par rapport à i si et seulement 
si elle stationnaire. Par conséquent, i est complète, donc la topologie discrète 
(ici sur un ensemble dénombrable) est complètement métrisable. 

D’autre part, toute suite libre est de Cauchy par rapport à h , et puisque 
les seules suites stationnaires sont convergentes, h n’est pas complète. 


L’image continu d’un espace complet n’est pas forcément complet. Effec¬ 
tivement, dans l’exemple 1.4, l’identité est continue (même uniformément) 
de (X,i) sur {X,d). 

Proposition 1.5. Tout sous-espace fermé d’un espace métrique complet 
est complet 

Démonstration. Soit ( X , d) un espace métrique complet et F une par¬ 
tie fermée de X. Si ( x n ) n C F est de Cauchy pour dp, elle est également de 
Cauchy pour d , donc il existe x G X tel que x = lim^oo x n , mais comme F 
est fermé, x E F. □ 
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Proposition 1.6. Tout sous-espace complet d’un espace métrique est 
fermé. 

Démonstration. Soit (X> d) un espace métrique et F un sous-espace 
complet de X et x G cl F. Alors il existe une suite ( x n ) n d’éléments de F 
convergeant vers x dans X. Par conséquent, (x n ) n est une suite de Cauchy 
de X, et puisque tous ses termes appartiennent à F, elle de Cauchy dans F 
Comme F est complet, il existe un élément y de F telle que ( x n ) n converge 
vers y dans F, donc dans X. D’après l’unicité de limite, x = y, donc x € F. 

a 

Proposition 1.7. L ’espace YlneN est complet avec la métrique (11.19) 
si et seulement si ( X n , d n ) est complet pour tout n G N. 

Démonstration. Si X := üneN^ est complet® et (yk)k est une 
suite de Cauchy dans X n , alors il existe une suite (fk)k de Cauchy dans X 
telle que fk(n) = yk pour tout k. En effet, si a G X est arbitraire, alors la 
suite (fk)k définie par 

f k (m) :=/ ° 

[ yk si m = n 

a la propriété recherchée. Comme X est complet, elle est convergente, 
conséquent, (yk)k est convergente grâce à la continuité de 7r n , car n n (fk) — r 
fk(n) = Vk pour tout k. 

Réciproquement, si (fk)k est de Cauchy dans X i alors d’après (11.19), 
{fk(n))k est de Cauchy dans X n pour tout n, donc x n = limfc_ > 0 o(/fc(^))fc 
existe. Par conséquent, (lim^oo fk)(n) = x n pour tout n. □ 

Proposition 1.8. Toute métrique compatible d’un espace métrique com¬ 
pact est complète. 

Démonstration. Soit (X> d) un espace métrique compact et ( x n ) n une 
suite de Cauchy. Alors il existe une suite extraite ( x nic )k de ( x n ) n et Xqq tels 
que Xqq = limfc-^oo x nfc . Grâce au lemme 1.3, x^ = lim^oo x n . □ 

Proposition 1.9. Un espace métrique est compact si et seulement s’il 
est complet et totalement borné. 

Démonstration. La nécessité découle du lemme V.1.10 et de la pro¬ 
position 1 . 8 . 

Réciproquement, soit {%k)keN une su i te dans un espace métrique complet 
et totalement borné (X, d). Si r > 0, alors il existe une partie finie F de X 
telle que X = UæeF *®(æ, r). Par conséquent, il existe x G F une partie infinie 
A c N telle que {xk : k G A} C B(x> r), donc diam {xk : k G A} < 2r. 

Ainsi on peut construire par récurrence une suite décroissante ( A n ) neNi 
de parties infinies de N telle que pour tout n G Ni, 

diam{xk : k G A n } < 

2. Ici, contrairement à la séparabilité et à la compacité, on ne peut pas utiliser la 
préservation de propriété par les applications continues. 
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Selon la proposition 1.4.9, il existe une partie infinie de N telle que 
Aqo \ A n est finie pour tout n G N, donc ( x k)keAoo est une su ^ te extraite de 
( x k)k€A n P our ^ out n ^ Ni. En conséquence, pour tout n il existe k n tel que 

diam{æfc : k G Aqo, A; > k n } < 

c’est-à-dire (xk)keA est de Cauchy et, d’après la complétude, convergente. 

□ 

Théorème 1.10 (Cauchy). La droite réelle avec sa métrique usuelle est 
complète. 

Démonstration. Soit ( x n ) n une suite de Cauchy dans IR. D’après la 
proposition 1.2, ( x n ) n est bornée et, grâce au théorème V.1.12 de Bolzano- 
Weierstratë, elle admet une suite (strictement) extraite ( x nk )k convergente 
vers un élément x de IR, donc ( x n ) n converge vers x d’après le lemme 1.3. □ 

Exemple 1 . 11 . Les sous-espaces Q et IR \ Q de IR avec la métrique 
usuelle ne sont pas complets d’après la proposition 1 . 6 , car ils ne sont pas 
fermés. 

Théorème 1.12 (Cantor). Un espace (X,d) est complet si et seulement 
si pour toute suite ( F n ) n décroissante de parties fermées non vides telle que 
lim n _>oo diam(F n ) = 0 , 

H F n ^0. 

Démonstration. Supposons la complétude de l’espace et choisissons 
x n G F n pour tout n G N. Si m > n alors x m G F n , donc d(x m ,x n ) < 
diam(F n ), ce qui montre que la suite ( x n ) n est de Cauchy, donc convergente. 

Sa limite Xqq appartient à F n car F n est fermé (pour tout n), donc Xqq G 
flneN F n- D’ailleurs, flneN^ = {^oo}, car diam(n fc€N -Pfc) < diam(F n ) pour 
tout n, d’où diam((\ eN F^) = 0 . 

Si l’espace n’est pas complet, alors il existe une suite ( x n ) n de Cauchy 
non convergente, donc lim^oo diam(cl {xu : k > n}) = 0 . Or 

adhn-xxj x n - cl {x k : k > n} = 0 , 

car s’il y avait x G adh^oo^n, alors selon la proposition II. 6 .2, il existerait 
une suite extraite de ( x n ) n convergeant vers x> ce qui est impossible à cause 
du lemme 1.3. □ 


2 . Complétude des espaces fonctionnels 

Soit (X, d) un espace métrique. Considérons l’espace Cb(X,R) des fonc¬ 
tions réelles continues bornées sur X avec la métrique (V.4) 

D(f,g) := siip^* \f(x) - g(x)\. 

Lemme 2 . 1 . Si ( f n ) n est une suite de fonctions continues bornées sur un 
espace métrique et lim n _ >00 D(/ n ,/oo) = 0, alors /oo est continue et bornée. 
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Démonstration. D’après la condition, pour tout e > 0, il existe n tel 


que 


sup I f n (x) - /oo(a;)| < e. 
x€X 


Soit xo G X. Puisque f n est continue, il existe un voisinage V de xo tel que 
|/n(#o) — fn(%) I < £ pour tout x G V. Donc si x G V y alors 


l/oo(»o) - /oo(æ)| 

< |/oo(®o) - /n(®o)| + |/n(®o) “ fn(x)\ + \fn(x) ~ /oo(»)| 

< 3e, 


ce qui montre que /qq est continue et, bien sûr, bornée, car 
sup œ6 x |/oo(æ)| < sup æ6 x \fn(x)\ + e. 


□ 


Proposition 2.2. L'espace métrique des fonctions continues bornées 
avec la métrique (V.4) est complet. 

Démonstration. Soit (f n )n une suite de Cauchy par rapport à D y c’est- 
à-dire pour tout e > 0 il existe n £ tel que 

(VU) supsex \ f m (x) - f n (x)\ < e 

pour n,m > n £ . Par conséquent, pour tout x G X, la suite ( f n (x))n est de 
Cauchy (dans IR), donc convergente, car IR est complet. 

Soit foo(x) := lim^oo Le passage à l’infini avec m dans (VI. 1) 

entraîne s\xp xeX \foo(x) ~ fn(%)\ <£ pour tout n>n £ . □ 

Théorème 2.3. Tout espace métrique est isométrique à un sous-espace 
de l'espace des fonctions continues bornées avec la métrique (V.4). 

Démonstration. Soit (X> d) un espace métrique (non vide). Fixons un 
élément a de X. Soit 


fx(y) := d(y> x) — d(y>a). 

Puisque \d(y y x) — d(y y a )| < d(x y à) y la fonction f x est bornée (nous savons 
déjà qu’elle est continue). Par conséquent, x \f x est une application de 
X dans C^p^IR). C’est une isométrie, c’est-à-dire D(f Xy f z ) = d(x y z) pour 
tout x y z G X. 

En effet, \d(y y x) — d(y y z)\ < d(x y z) pour tout y y x et 2 , donc 

D(f Xy fz) = sup \d(y y x) -d(y y z)\ <d(x y z). 
y€X 

D’autre part, pour y := z l’expression \d(y y x) — d(y y z)\ devient d(x y z). □ 

Corollaire 2.4. Tout espace métrique est isométrique à un sous-espace 
d'un espace métrique complet. 

D’après la proposition 1.5, la fermeture de ce sous-espace est un espace 
complet. Un espace métrique complet dont (X y d) est une sous-espace dense 
est dit un complété de (X y d). Il s’avère que tous les complétés d’un espace 
métrique sont isométriques. 
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3. Complétion 

Dans cette section nous présentons une méthode de complétion d’un es¬ 
pace métrique due à Félix Hausdorff. Elle est, selon les mots de son auteur, 
analogue à la construction de l’espace des nombres réels comme une complé¬ 
tion des nombres rationnels. 

Théorème 3.1. Pour tout espace métrique (X y d) y il existe un espace 
métrique complet (X y d), tel que X est isométrique à un sous-espace dense 
de X. Tout autre complété de (X y d) est isométrique à (X y d). 

Démonstration. Soit S(X y d) l’ensemble des suites de Cauchy de ( X , d). 
On dit que deux suites f y g G S(X y d) sont équivalentes (/ g) si 

lim n _>oo d(f(n),g(n)) - 0. 

La relation ~ est évidemment réflexive et symétrique. La transitivité est une 
conséquence de l’inégalité triangulaire. 

Bien entendu, si lim n f(n) = x , alors / est équivalente à la suite constante, 
dont x est la valeur. _ 

Définissons X := S(X y d)/ ~ y le quotient de S(X y d) par ~ . Notons / la 
classe d’équivalence de ~ contenant /. Soit 

d(f,g) := linin^oo d(f(n),g(n)). 

Il est immédiat que d est bien définie, car la limite à droite ne dépend pas 
des représentants des classes / et g. 

L’espace (X y d) est complet. Effectivement, soit {y k )k une suite de Cauchy 
et ( fk)k une suite dans S(X y d) telle que y k = fk • Alors pour tout e > 0 , il 
existe N e tel que 

(VI.2) k y l y n> N e => d(f k (n) y fi(n)) < e. 

Soit foo(n) := / n (ft) pour tout n. Alors, d’après (VI. 2 ), si l y k > N e alors 
d(foo(k) y foo(l)) = d(f k (k) y fi(l)) < e y ainsi /oo G S(X y d). D’autre part, si 
k > N ey alors 

d{f k >foo ) = lim n _>.cx) d(f k (ri) y /oo(^)) 

= lim n _*oo d(fk(n) y f n (n)) < e y 

c’est-à-dire /oo = lim kVk- 

À chaque x G X y nous faisons correspondre la suite constante 

j(x)(n) := x 

pour tout n G N. Bien sûr, j(x) G S(X y d) y donc j(x) G X y et 
d{j(xo) y j(xi)) = d(x 0y x i). 

L’image j(X) est dense dans X y car pour tout e > 0 et tout / G S(X y d) il 
existe n £ tel que d(f(n) y f(n £ )) < e. Par conséquent, d(f y j(f(n £ ))) < e. 
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Ainsi, j : X —> X est une isométrie, dont l’image est dense. D’après 
l’exercice 10, le prolongement de j est unique. Ainsi, deux complétés d’un 
espace métrique sont homéomorphes. □ 

4. Espaces complètement métrisables 

Un espace topologique est complètement métrisable s’il existe une mé¬ 
trique complète compatible avec la topologie de l’espace. 

Théorème 4.1 (Baire). L’intersection d’une suite de parties ouvertes 
denses dans un espace complètement métrisable est dense. 

Démonstration. Soit d une métrique complète sur X et ( A n ) n une 
suite d’ouverts telle que cl A n = X pour tout n G N. Montrons que pour 
tout x G X et r > 0, la boule B r (x) contient un élément de l’intersection de 
tous les A n . 

Puisque Ao est dense et B r (x) est ouvert, l’intersection Ao fl B r (x) est 
non vide. Elle est également ouverte, car Ao est ouvert. Par conséquent, il 
existe x\ G Ao et 0 < r\ < \r tels que 

c\B ri (xi) C Ao fl B r (x ). 

Si ro := r > r\ > ... > r n > 0 et x = #o,#i, • • • ,#n sont tels que 
\r k > r k + 1 et 

(VI.3) clB rk+1 (x k +i) C A k fl B rk (x) 

pour tout 0 < k < n, alors, il existe x n +i et 0 < r n + 1 < \^n tels que (VI.3) 
est valable pour k = n, puisque A n est ouvert et dense. Donc F n := cl B Tn (,x n ) 
définit une suite décroissante de fermés non vides avec 

lim n _*oo diam(F n ) = 0. 

D’après le théorème 1.12, 0 ^ PlneN C PlneN ^ n *Sr(®)» ce Qui montre 
que p| n A n est dense. □ 

En passant aux compléments, on obtient la version duale du théorème 
de Baire. 

Corollaire 4.2 (Baire). Si ( F n ) n est une suite de fermés dans un espace 
métrique complet X telle que 

alors il existe n tel que int F n 0. 

Démonstration. Puisque X\F n est ouvert pour tout n et 

d’après le théorème 4.1 de Baire, au moins un des X \ A n n’est pas dense, 
c’est-àrdire 0 ^ X \ cl(X \ F n ) = int F n . □ 
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La complétude est une propriété métrique, tandis que la propriété de 
Baire est topologique ®. Cette propriété essentielle des espaces complets 
fut découverte par René Baire. Le théorème de Baire est un parmi les plus 
féconds en mathématiques. 

Corollaire 4.3. U ensemble Q des nombres rationnels n’est pas complète¬ 
ment métrisable. 

Bien sûr, la métrique usuelle d(x,y) := \x — y\ n’est pas complète pour 
Q : effectivement, si lim^oo \q n - V%\ = 0 et ( q n ) n C Q, alors ( q n ) n est 
une suite de Cauchy qui n’est pas convergente dans Q. Mais, on affirme plus 
que ça, c’est-à-dire il n’existe pas de métrique g sur Q, pour laquelle (Q, g) 
est complet. Effectivement, Q est l’union dénombrable de singletons (donc 
parties fermées non vides d’intérieur vide), donc d’après le corollaire 4.2, 
(Q, g) n’est pas complet. 

Une partie A d’un espace X s’appelle G$ si elle est l’intersection d’un 
nombre dénombrable d’ouverts. 

Théorème 4.4 (Alexandrov). Toute partie G s d’un espace métrique 
complet est complètement métrisable. 

Démonstration. Exercice 5. □ 

Corollaire 4.5. L’ensemble M\Q des nombres rationnels est complète¬ 
ment métrisable. 

Démonstration. Effectivement, R \ Q = (J çG q(M \ {ç}), donc est un 
G$ de l’espace métrique complet R. □ 

Nous savons que la limite d’une simple de fonctions continues n’est 
pas forcément continue, par exemple, la fonction caractéristique X{i}(a;) = 
lim^oo x n pour x G [0,1]. Cependant, 

Théorème 4.6 (Baire). Les points de continuité de la limite simple 
d’une suite des applications continues sur un espace complet , forment un 
ensemble dense. 

Démonstration. Exercice 12. □ 

5. Espaces métriques localement compacts 

Un espace métrique est dit localement compact si tout son élément admet 
un voisinage compact. Bien sûr, tout espace compact est localement compact. 

Exemple 5.1. Pour tout ensemble (non vide) X , l’espace discret (X, i) 
est localement compact, car {#} est un voisinage compact de x pour tout 
x G X. Si X est infini, alors ( X , i) n’est pas compact. 

3. car elle peut être exprimée en termes, par exemple, d’opérateurs de fermeture et 
d’intérieur et d’opérations ensemblistes. 
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Exemple 5.2. La droite réelle IR avec sa métrique usuelle 

d(x,y) := \x — y\, 

est localement compacte, car pour tout a: G IR, Pintervalle [x — l,x + 1] est 
un voisinage compact de x. Il s’ensuit que IR n est localement compact pour 
tout n G N. 

Exemple 5.3. Les sous-espaces Q et R\Q de IR avec la métrique induite, 
ne sont pas localement compacts. Par exemple, si V G Vq(:e), donc il existe 
r > 0 avec ]x — r, x + r[ fl Q C V, alors il existe y G]a? — r, x + r[ \ Q et une 
suite libre ( y n ) n dans ]x — r y x + r[flQ convergeant vers y dans R. Aucune 
suite extraite de ( y n ) n ne converge dans Q. 

Exemple 5.4. Le plan complexe C avec sa métrique usuelle est locale¬ 
ment compact, car tout disque fermé est compact. En conséquence, C n est 
localement compact pour tout n G N. 

Proposition 5.5. Un espace métrique est localement compact si et seule¬ 
ment si V(x) admet une base composée de compacts. 

Démonstration. Si X est localement compact et x G X ) alors il existe 
V G V(x) tel que V est compact. Il existe r > 0 tel que B r (x) C V, 
alors cl B r (x) est une partie fermée de V, donc compacte. Par conséquent 
(clB 5 (a:) : 0 < s < r} est une base de voisinages compacts. □ 

Proposition 5.6. Tout sous-espace ouvert d’un espace métrique locale¬ 
ment compact est localement compact 

Démonstration. Soit O une partie ouverte d’un espace métrique 
localement compact X. Si x G O, alors selon la proposition 5.5, il existe 
un voisinage compact V de x inclus dans O. Or V est également un voisi¬ 
nage compact de x dans O . □ 

Proposition 5.7. Tout sous-espace localement compact dense d’un espace 
métrique est ouvert. 

Démonstration. Si Y est un sous-espace localement compact dense 
d’un espace métrique X et y G Y, alors il existe W G Oy tel que y G 
W C cly W C Y et cly W est compact, donc fermé dans X et, d’après la 
proposition V.1.6, cly W = clx W C Y. Si O G Ox tel que W = O fl F, alors 
puisque Y est dense dans X, l’exercice 11.23 (c) implique que 

yeOcc\ x O = cl x (0 H Y) = cl x W C Y, 
c’est-à-dire Y est ouvert dans X. □ 

Lemme 5.8. Tout espace métrique localement compact est complètement 
métrisable. 

Démonstration. Selon la proposition 5.7, un espace métrique locale¬ 
ment compact est ouvert dans sa complétion. Ainsi l’exercice 2 implique qu’il 
est complètement métrisable. □ 
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Un élément x d’un espace métrique est dit de compacité locale , s’il admet 
un voisinage compact. 

Proposition 5.9. L’ensemble des éléments de compacité locale d’un es¬ 
pace métrique est ouvert. 

Démonstration. Soit Y l’ensemble des éléments de compacité locale 
d’un espace métrique X. Si x G Y et V G V(æ) tel que V est compact, alors 
il existe r > 0 tel que B r (x) C V, donc V est un voisinage compact de tout 
élément de B r (x)> ainsi B r (x) C Y. □ 

L’image continue d’un espace métrique localement compact n’est pas 
forcément localement compacte. 

Proposition 5.10. Tout espace métrique est l’image continue d’un es¬ 
pace localement compact. 


Démonstration. Soit d une métrique compatible de X bornée par 1 . 
Pour tout x € X et toute suite libre / convergeant vers x> alors le sous-espace 
X x j := {x} U {/(n) : n G N} de X est localement compact. Soit T l’union 
disjointe de tous les espaces de cette forme avec la métrique 



d(t 0) ti), s’il existe (x,f) tel que to>ti G X x j y 
1, sinon. 


L’application f :T X, définie par par f(t) := t , est continue. □ 


6. Points fixes 

Soit / : X — > X une application. Un élément x de X s’appelle un point 
fixe de / si f(x) = x. 

Rappelons qu’une application / : (X, dx) —> (Y,dy) est dite lipschit- 
zienne s’il existe une constante 0 < r < oo telle que, pour tout a?o, x\ G X> 

(VI.4) d Y {f(x 0 ),f(xi)) < rd x (x 0 ,xi). 

L’infimum r vérifiant (VI.4) s’appelle la constante de Lipschitz de /. Obser- 
vons que toute application lipschitzienne est continue. 

Si / est une application lipschitzienne avec la constante strictement in¬ 
férieure à 1 , alors / est dite contractante. 

Théorème 6.1 (Banach). Soit (X>d) un espace complet et f : X X 
une application. Si f est contractante avec la constante de Lipschitz 0 < r < 
1, alors il existe un unique point fixe Xqq de f. En plus, pour tout x$ G X 

(VI.5) d(xoo,xo) < —— d(f(xo),xo). 

1 — r 

Démonstration. Soit xo un élément arbitraire de X. On définit une 
suite (æ n )neN dont le premier terme est xq et æ n +i := f(x n ) pour tout n. 
Alors 


d(x 2 ,x i) < d(f(xi),f(x 0 )) < rd(xi,xo), 
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donc, par récurrence, d(x n +i y x n ) < r n d(x i,xo). Par conséquent, 

(VI.6) d(x n+m ,x n ) < d(xi,x 0 ) V', r n+k < - d(xi,x 0 ). 

On constate que (xn)nGN est une suite de Cauchy, car si e > 0 , alors il existe 
n tel que jz^d{x\ y XQ) < §> donc pour k y l > n, 

d(xk,x{) < d(xk,x n ) +d(x ny xi) < €. 

Puisque X est complet, ( x n ) n est convergente à un élément Xqq de X et, 
comme / est continue, 

Zoo — liuin—»oo x n +i = linin—»oo f (x n ) = /(lim n _>oo x n ) = f(x Q o), 

ce qui prouve l’existence d’un point fixe. Si on pose dans (VI. 6 ) n := 0 et on 
tend vers oo avec m, on obtient (VI.5) grâce à la continuité de d. Enfin, s’il 
y avait un point fixe x différent de Xqo, alors on aurait 

0 ^ d(x y x oo) = d(f(x) y f(x oo)) < rd{x y x OQ ) y 
c’est-à-dire d(x y x oo) < d(x y x OQ ). □ 


Exercices 

Solutions : pages 307-314. 

( 1 ) ★ Montrer que toute partie ouverte d’un espace métrique X est 
homéomorphe à une partie fermée de X x R. 

( 2 ) Montrer que toute partie ouverte d’un espace métrique complet est 
complètement métrisable. 

(3) Soit d une métrique complète de X et soit O une partie (non vide) 
de X. Donner explicitement une métrique complète de O. 

(4) Rappelons qu’une partie A d’un espace X s’appelle G$ si elle est 
l’intersection d’un nombre dénombrable d’ouverts. Montrer que tout 
G s d’un espace métrique X est homéomorphe à une partie fermée 
de X x IlneN 

(5) Montrer que tout G$ d’un espace métrique complet est complète¬ 
ment métrisable. 

( 6 ) Une base de filtre T (voir l’exercice V. 6 ) dans un espace métrique est 
dite de Cauchy si pour tout e > 0 il existe F e G T avec diam(F e ) < 
e. Montrer qu’un espace métrique est complet si et seulement si 
Ç\ Fe j: cl F est un singleton pour toute base de filtre de Cauchy T. 

(7) Une application / : X -» Y est dite presque ouverte si pour tout 

y G Y il existe x G tel que f(V) G V(y) pour tout V G V(x). 

Il s’ensuit que / est surjective. Montrer que 

(a) toute application ouverte est presque ouverte, 

(b) il existe des applications presque ouvertes qui ne sont pas 
ouvertes, 
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(c) l’image d’un espace métrique localement compact par une 
application continue presque ouverte est localement compacte. 

(8) Une application surjective continue / : X -> F est dite parfaite 
si elle est fermée et f~ l (y) est compacte pour tout y G F. Mon¬ 
trer que l’image d’un espace métrique localement compact par une 
application continue parfaite est localement compacte. 

(9) Soit / : R R une fonction indéfiniment dérivable telle que pour 
tout a; G R il existe n G R tel que f^ n \x) = 0. Alors 

(a) il existe un intervalle ouvert I tel que f\j est polynomiale, 

(b) pour tout intervalle ouvert J, il existe un intervalle ouvert I C 
J tel que f\j est polynomiale, 

(c) / est polynomiale. 

(10) Soit (X i d) ) (Y, g) deux espaces métriques, D une partie dense de X 
et / : D -> Y une application. U oscillation c o(f,x) de / en x G X 
est définie par 

c o(fyx) := inf {diam/(F fl D) : V G V(x)} . 

Notons fï(/) := {x G X : co(fyx) = 0}. Montrer que 

(a) si / est continue en x, alors x G fï(/), 

(b) si / est continue et (F, g) est complet, alors il existe F : fl(f) -» 
Y continue et telle que F(x) = f(x) pour tout x G A> 

(c) si / est uniformément continue, alors Cl(f) = X, 

(d) si / est uniformément continue et (Y, g) est complet, alors / 
peut être prolongée à une application uniformément continue 
de X dans F, 

(e) si / est une isométrie et (Y y g) est complet, alors / peut être 
prolongée à une isométrie de X dans F. 

(11) Soit (X, d), (F,#) deux espaces métriques et / : X -» F une appli¬ 
cation. Notons 

fip(/) := {x e X : u(f, x) < r} . 

Montrer que 

(a) u(f y x) = 0 si et seulement si / est continue en x , 

(b) := fi(/) est un G s , 

(c) il n’existe pas de fonction continue / : R -» R telle que Cl(f) = 

Q, 
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(d) tout nombre rationnel non nul admet une unique représent¬ 
ation où p y q sont premiers entre eux. Si | est une telle 
représentation de x> alors on note V>( x) = (p, #), 



0 , si x £ Q 
i, si i/;(x) = (p,q ), 


(e) ü(h) = R \ Q. 


( 12 ) Soit (X, d) un espace complet et ( f n ) n une suite d’applications 
continues de X dans Y. Soit foo(x) := lim^oo f n (x). Soit 

Er(f,g) :={xex : d(f(x),g(x)) < r} . 

Montrer que, pour tout r > 0 , 


(a) l’ensemble E r (f n ) := C\m>n E r(fn, fm) est fermé, 

(b) \JneN E r(fn)=X ) 

(c) E r (f n ) C -Er(/n>/oo)> 

(d) il existe xo G X et € > 0 tels que B(x o,e) C E r (f n , /oo), 

(e) il existe 0 < rj < € tel que dia,mf 00 (B(xo,ri)) < 3r, donc 
B(x 0i Tj) C fÎ3r(/oo), 

(f) il existe un ouvert dense W r de X tel que W r C flr(/<x>)> 

(g) fl(foo) est dense. 

(13) ( !) Considérons la topologie de Niemytzki. Elle est définie dans 
X := R x R+ comme suit : Tout point (r, t) avec t > 0 est isolé. 
Une base de voisinages de (r, 0 ) est composée de 

D(r,e) := {( s,t) : ||(«,t) - (r,f || 2 < e} 

et de {(r,0)}. Observer que tout partie de {(r, 0) : r G R} est fer¬ 
mée. Montrer que la topologie de Niemytzki 


(a) est de caractère dénombrable. 

(b) est régulière. 

(c) n’est pas normale. 

(14) (!) Montrer que si X est l’espace de Sorgenfrey (III.7.8), alors 
X x X n’est pas normal. 


4. Cet exercice se trouve dans le chapitre sur les espaces métriques complets, car notre 
solution est basée sur le théorème de Baire. 

5. Comme ci-dessus. 




CHAPITRE VII 


Espaces métriques connexes et disconnexes 


Un espace est connexe s’il ne peut pas être décomposé en deux parties 
fermées disjointes non vides. Cette notion est due à Jordan, qui la formula 
en 1893 dans le cadre des parties compactes du plan. Une condition (voir 
l’exercice 1) donnée par Cantor en 1883 est équivalente à la connexité dans 
le cas des espaces métriques compacts. 



Figure VII. 1 . La Nouvelle Zélande terrestre : un exemple d’es¬ 
pace disconnexe. 


Si on étudie une classe (de façon équivalente, une propriété) d’espaces, 
on considère indirectement la classe complémentaire, c’est-à-dire les espaces 
qui n’ont pas cette propriété. 

Si, dans le cas de connexité, on explicite la classe complémentaire, c’est 
parce que nous allons nous concentrer sur les espaces disconnexes autant que 
sur les espaces connexes. 
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1. Espaces métriques connexes 

Un espace métrique X est disconnexe s’il existe un couple de fermés 
disjoints non vides Fo, Fi tels que Fo U Fi = X, c’est-à-dire 

(VII.1) Fo ^ 0 Fi, Fo H Fi = 0 et Fo U Fi = X. 

Puisque F\ = X \ Fo, les parties Fo et Fi sont à la fois ouvertes et 
fermées. Ainsi, X est disconnexe si et seulement s’il peut être décomposé en 
deux ouverts non vides. 

Un espace métrique est connexe s’il n’est pas disconnexe. 

Proposition 1.1. Un espace métrique X est connexe si et seulement si 
0 et X sont ses seules parties à la fois fermées et ouvertes (top). 

La connexité est une propriété topologique, car elle est définie en termes 
de fermés moyennant des opérations ensemblistes. 

Exemple 1.2. Un espace X (non vide) avec la topologie discrète, est 
connexe si et seulement si cardX = 1. En effet, si x G X et cardX > 1, 
alors {x} est ouvert et fermé non vide, donc X\{:c} est fermé. Si card X = 1 
alors X ne peut pas être décomposé en deux parties non vides. 

Exemple 1.3. Tout espace métrique de cardinalité supérieure à 1, 
admettant un point isolé est disconnexe. En effet, si x est un point isolé 
de X , alors {x} est ouvert et fermé non vide, donc X \ {x} est fermé (non 
vide, car card X > 1). 

Proposition 1.4. La droite réelle est connexe. 

Démonstration. Supposons qu’au contraire il existe deux fermés non 
vides disjoints A et B tels que A U B = R. Soit a G A et b G B. Soit 

c := sup {r : r G [a, b] fl A} . 

Puisque A est fermé, c G A^. D’autre part, ]c, b] C B. Comme B est fermé 
et b G F, alors [c, b] C S, donc c G A fl S, ce qui est une contradiction. □ 

Une partie A d’un espace métrique (X, d) est connexe si {A.Ûa) est un 
espace connexe (où Ûa est la restriction d edk A). Rappelons que la topologie 
induite par Ûa sur A coïncide avec la restriction à A de la topologie induite 
par d sur X. 

Exemple 1.5. L’espace Q des nombres rationnels est disconnexe. Si 
r GM\Q, alors Fo := {q G Q : q < r} et F\ := {q G Q : r < q} sont fermés, 
disjoints non vides et Q = Fo U F\. 

Exemple 1.6. L’espace K \ Q des nombres irrationnels est disconnexe 
pour les mêmes raisons que Q. 

1. D’après la définition, il existe une suite (r n ) n croissante d’éléments de [a, 6] fl A telle 
que lim n r n = c. 
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Proposition 1.7. L'image continue d'un espace métrique connexe est 
connexe (top). 

Démonstration. Soit X,Y deux espaces métriques, Sinon, il existe 
deux fermés disjoints Fo, F\ tels que f(X) C\Fq ^ 0 ^ f(X) fl F\ et f(X) C 
Fo U Fi. Ainsi / - 1 (Fo),/ - 1 (Fi) sont non vides. Puisque / est continue, 
/ - 1 (Fo) et / - 1 (Fi) sont fermés. 

Bien entendu, / _1 (F 0 ) n/ _1 (Fi) = 0 et / _1 (F 0 ) U/ _1 (Fi) =/ _1 (F 0 U 
Fi) = X, donc X n’est pas connexe, contrairement à l’hypothèse. □ 

Selon l’exercice 11.29, le graphe d’une application continue est homéo- 
morphe au domaine de l’application. Ainsi 

Corollaire 1.8. Si X f Y sont deux espaces métriques, X est connexe et 
f : X —» Y est continue, alors Gr (/) est connexe. 

Proposition 1.9. Un espace métrique X est connexe si et seulement si 
toute fonction continue f : X -> {0,1} est constante (top). 

Démonstration. Si X est connexe et / : X —> {0,1} est continue, alors 
d’après la proposition 1.7, f(X) C {0,1} est connexe, donc de cardinalité 1 
d’après l’exemple 1.2, ce qui veut dire que / est constante. S’il existe une fonc¬ 
tion continue / : X -» {0,1} telle que f(X) = {0,1}, alors / -1 (0), / _1 (1) 
sont deux parties fermées non vides disjointes et / _1 (0) U / _1 (1) = X. □ 

Cette proposition permet de donner une preuve alternative très concise 
de la proposition 1.7. 

Démonstration. Si f(X) n’est pas connexe, alors il existe une appli¬ 
cation continue surjective g : f(X) -» {0,1}. Donc g o f : X —> {0,1} est 
continue surjective et par conséquent n’est pas constante, ce qui montre que 
X n’est pas connexe. □ 

La proposition 1.7 entraîne 

Théorème 1.10 (Bolzano). Si X est métrique connexe et f : X —> R 
est continue, alors f(X) est un intervalle (top). 

La propriété exprimée par ce théorème s’appelle la propriété de Dar- 
boux( 2 \ 

Corollaire 1.11. Si X est un espace métrique connexe et card X > 1, 
alors card X > c (metr). 

Démonstration. Soit X un espace métrique connexe et xo,xi deux 
points distincts de X. Soit / : X -» [0,1] une fonction continue telle que 
f(x o) = 0 et f(x i) = l.( 3 ) D’après le théorème 1.10 de Bolzano / est 
surjective, donc card X > card [0,1] = c. □ 

2. Prouvée par Bolzano en 1817 dans le cas de fonction réelle sur un intervalle. 

3. Par exemple, /(*) := 
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Deux parties M, N de X sont séparées si 

(clMnN)u(MnclN) = 0. 

Proposition 1.12. Une partie A d'un espace métrique X est connexe si 
et seulement si A = MU N où M, N sont séparées , alors M = 0 ou N = 0 
(top). 

Démonstration. Si A = M U N est connexe et M y N sont séparées, 
alors clx MON = 0, donc clx MO A C A\N = M et aussi Mflclx N = 0, 
donc clx N Ci A C A \ M = N. Ceci veut dire que M et N sont fermés dans 
A y donc un d’eux est vide. 

Réciproquement, si A n’est pas connexe, alors il existe deux parties fer¬ 
mées disjointes non vides Ao t Ai de A. Alors clx Aq fl A = Ao y ^ donc 
clx Aq fl Ai = 0 et clx Ai D A = Ai y donc Aq fl clx Ai — 0 donc Aq , Ai 
sont séparées dans X et non vides. □ 

Proposition 1.13. Si A y B sont deux parties connexes de X et Af)B ^ 
0, alors AU B est connexe (top). 

Démonstration. Soit / : AuB -» {0,1} continue. Comme A et B sont 
connexes, / est constante sur A et sur B y donc constante car AflB^0.D 

Proposition 1.14. Si {At : t G T} est une famille de parties connexes 
de X telle qu'il existe tQ G T pour lequel A t fl A to ^ 0 pour chaque t G T, 
alors IJ teT^t est connexe (top). 

Démonstration. Soit / : IJ teT^t -> {0,1} continue. Comme At est 
connexe, / est constante sur At (pour tout t G T), donc constante car At fl 
At 0 7^ 0 P our chaque t G T. □ 

Corollaire 1.15. Si {A t : t G T} est une famille de parties connexes de 
X telle que f] teT At ± 0, alors IJ teT^-t est connexe (top). 

Démonstration. Soit xq G OteT^t et tQ un élément arbitraire de T. 
Alors xq G A^ C At pour tout t G T, donc IJ teT^t est connexe d’après la 
proposition 1.14. □ 

Corollaire 1.16. Si A est une partie de X telle que pour tous XQ y xi G A 
il existe une partie connexe C telle que XQyXi e C C A, alors A est connexe 
(top). 

Démonstration. Fixons xq G A. Alors pour tout a; G A il existe une 
partie C x telle que xo, x G C x C A. Donc {#o} fl C x ^ 0 pour tout x e A e t 
^ = U xeA^x- □ 

Proposition 1.17. Si A est une partie connexe d'un espace métrique X 
et A C B C cl A } alors B est connexe (top). 

4. Si X est un espace topologique et A son sous-espace, alors une partie Ao de A est 
fermée si et seulement s’il existe un fermé C de X tel que Ao = C fl A. Donc clx Ao C C 
et clx Ao fl A C Aq. 
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Démonstration. Soit f : B —> { 0,1} continue. Comme A est connexe, 
/ est constante sur A f donc sur B c cl A □ 

Corollaire 1.18. Si A est une partie connexe d’un espace métrique X, 
alors cl A est connexe (top). 

Exemple 1.19. 

A := {(ar.y) : M ± 0,y = sin(±)} U ({0} x [-1,1]) 

est connexe. 



Effectivement, A+ := {(x, sin(£)) : x > 0} est connexe comme l’image 
de ]0, oo[ par l’application continue x i-» (x,sin(^)), donc clA+ = A+ U 
{0} x [—1,1] est connexe. Aussi A- := {(x, sin (ï)) : x < 0} est connexe 
comme l’image de ] — oo,0[ par l’application continue x i-» (x,sin(^)), donc 
cl A- — A- U {0} x [—1,1] est connexe. Comme cl A+ fl clÀ_ ^ 0, l’union 
A = clA + U cl A- est connexe. 

Théorème 1.20. Soit X n un espace métrique pour tout ne N. Le pro- 
duit IlneN X n est connexe si et seulement si X n est connexe pour tout ne N 
(top). 

Démonstration. Si X, Y sont connexes et (xo, yo) et (rci, y\) sont deux 
éléments de X x Y, alors {# 0 } x Y et X x { 2 / 1 } sont connexes, car homéo- 
morphes à Y et X respectivement. Puisque 

(x 0 ,yi) e ({z 0 } x Y) n (X x {ÿi}), 

l’union ({xo} x7)U(Xx {j/i}) est connexe. Dès lors X x Y est connexe grâce 
au corollaire 1.16. Par une récurrence immédiate, tout produit fini d’espaces 
connexes est connexe. 

Supposons que X n est connexe pour tout ne N. Soit T la famille des 
parties finies de N. On choisit un élément quelconque a de IlnGN^i* Pour 
tout F e T soit 

Af : = IL**- 

où A n := X n si n £ F, et A n ~ {a(n)} si n £ F. 
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La partie Ap est connexe pour tout F G J 7 , car homéomorphe au produit 
fini Yi ne pX n . D’autre part, a G Ap pour tout F G J 7 , donc \Jp e pAp est 
connexe selon le corollaire 1.15. 

Or \Jp e pAp est dense dans IlnGN^i* En e ^ et > s * x £ IlneN alors 
V G V(x) s’il existe F G T et e > 0 tels que 

Vf* := {» e n neN ^n : V F My(n),x(n)) <e}cV. 

Bien évidemment, 0 ^ Vp )£ fl Ap C V fl UfgJ - 

Alors IlneN^ = C MJ Fer^F est connexe d’après le corollaire 1.18. 
Si IlneN est connexe alors X n est connexe pour tout n G N, car les 
projections sont continues. □ 

Il s’ensuit que tout espace euclidien R n est connexe, l’espace R N des 
suites réelles avec la convergence simple est connexe et le cube de Hilbert 
IlnGN [°> !] est connexe. 

Un arc L dans un espace X est une partie de X homéomorphe à [0,1], 
c’est-à-dire il existe un homéomorphisme Z : [0,1] -» L. Les éléments 1(0) 
et 1(1) s’appellent les extrémités de L. Un espace X est dit connexe par 
arcs (respectivement, par chemins) si pour tous xo,#i il existe un arc dont 
xoyXi sont des extrémités (respectivement, si pour tous xo>xi il existe une 
application continue / : [0,1] -» X telle que / (0) = xq et / (1) = x\). 

D’après l’exercice 17, 

Proposition 1.21. Un espace métrique X est connexe par arcs si et 
seulement s ’il est connexe par chemins. 

Bien entendu, la connexité par chemins est plus simple à vérifier que 
celle par arcs. La proposition est valable, plus généralement, pour les espaces 
topologiques séparées. 

Exemple 1.22. La topologie de Sierpinski $ sur {0,1} n’est pas connexe 
par arcs, mais vérifie la propriété, car l’application / : [0,1] -> {0,1} définie 
par f(x) := 1 si 0 < x < 1 et / (0) := 0 est continue. 

2. Composantes et quasi-composantes 

La composante d’un élément x d’un espace métrique X est définie comme 
l’union de toutes les parties connexes de X contenant x . On note C(x) l’en¬ 
semble des parties connexes contenant x et C^ la composante de x. Ainsi 

C (x) := I I C 
^ cec(x ) 

D’après le corollaire 1.15, la composante d’un élément est connexe, donc 
CW est la plus grande partie connexe contenant x. Puisque, d’après le propo¬ 
sition 1.18, la fermeture d’une partie connexe est connexe, toute composante 
est fermée. 

En conséquence, 
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Proposition 2.1. Les composantes des éléments d’un espace métrique 
sont connexes, fermées et disjointes deux à deux (top). 

Démonstration. Il reste à montrer que les composantes sont disjointes 
deux à deux. Si ^ 0, alors C^UC^ est un connexe contenant 

xo et xi, donc 

C (æo) U C (æi) C C (æo) et C (æo) U C (æi) C C (æi) , 
d’où = C^ Xl \ □ 

ainsi les composantes d’éléments d’un espace métrique X forment une 
décomposition de X. Donc on les appelle les composantes de X. Bien évi¬ 
demment, X est connexe si et seulement si X est sa seule composante. 

La quasi-composante d’un élément x d’un espace métrique X est définie 
comme l’intersection des parties ouvertes-fermées de X contenant x. 

Désignons par Q(x) la famille des ouverts-fermés contenant x et par 
la quasi-composante de x. 

Proposition 2.2. Les quasi-composantes des éléments d’un espace 
métrique sont fermées et disjointes deux à deux (top). 

Démonstration. Toute quasi-composante d’un espace métrique X est 
fermée en tant qu’intersection de parties fermées. Si x\ £ Q^ x °\ alors, par 
définition, il existe un ouvert-fermé Q tel que xo G C Q et x\ £ Q, 

ainsi X\Q est un ouvert-fermé contenant x\. Il s’ensuit que Q^ Xl ) C X\Q C 
X \ q( x °\ □ 

Par conséquent, les quasi-composantes d’éléments d’un espace métrique 
X forment une décomposition de X. On les appelle donc quasi-composantes 
de X. Observons que X est connexe si et seulement si X est sa seule quasi- 
composante. 

Notons que pour tout x G X (voir l’exercice 5) 

(VII.2) C& c Q (x) . 

Par conséquent, 

Corollaire 2.3. Si une quasi-composante est connexe, alors elle est une 
composante. 

Exemple 2.4 (quasi-composante qui n’est pas une composante). Soit 
X n := [—1,1] x {^} pour n G Ni et X ^ := [—1,1] x {0}. Considérons 
X (JneNi X n O Xqq \ {(0,0)} . Les composantes de X sont X n pour tout 
n G Ni ainsi que [—1,0 [ x {0} et ] 0,1] x {0} . 

Si Q est un ouvert contenant (1,0), alors il existe uq G Ni tel que 
Q fl X n 0 pour n > uq. Si Q est également fermé, alors ] 0,1] x {0} C Q 
et X n c Q pour n > ng, donc [—1,0[x {0} C Q. Ainsi Xqq \ {(0,0)} = 
([—1,0 [U] 0,1] ) x {0} est la quasi-composante de (1,0). 

Théorème 2.5. Dans tout espace métrique compact, les composantes et 
les quasi-composantes coïncident (top séparé). 
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X 0 


X i 


X 2 


X n 


( 0 , 0 ) 


Démonstration. Soit X un espace métrique compact. En vertu du 
corollaire 2.3, il suffit de montrer que Q^ est connexe pour tout x G X. 

Soit deux parties fermées disjointes de telles que qF> = 

Fq U Fi et x € Fo- Puisque est fermée, Fq, Fi sont fermées dans X. 

Soit Oo,Oi deux ouverts disjoints de X tels que Fo C Oo et F\ c Oi, 
donc clOo fl 0\ = 0 et c Oo U 0\. 

Puisque les intersections finies d’éléments de Q(x) appartiennent à Q(x) 
et l’espace X est compact, d’après l’exercice V.6.b, il existe Q G Q(x) tel 
que C Q C OoUOi, donc Q = Q fl (Oo U 0\). Par définition, Q est 
ouverte et fermée, donc QnOo est ouverte. Il s’ensuit que 

cl(Q fl Oo) C Q fl cl Oo C Q fl (Oo U Oi) fl cl Oo = Q fl Oo, 

donc Q fl Oo est également fermée, ainsi Q H Oo G Q(x) et, par conséquent, 
Fi C cÇfl Oo- D’autre part, Fi fl Oo = 0, donc Fi = 0. □ 

Proposition 2.6. Si 0 ^ F ^ X est une partie fermée d’un espace 
métrique connexe compact X et C est une composante de F, alors C fl dF ± 
0 . 


Démonstration. Supposons que C soit la composante d’un élément x 
de F telle que C fl dF = 0. D’après le théorème 2.5, C est l’intersection des 
ouverts-fermés de F qui l’incluent. Comme C est compact et F \ dF est un 
ouvert incluant O, d’après l’exercice V.6.b, il existe un ouvert-fermé Q de F 
tel que C C Q et Q H dF = 0. Comme Q est ouvert dans F, il existe un 
ouvert O de X tel que Q = O fl F. Ainsi O fl dF = 0, ce qui prouve que 
Q = O fl int F, donc Q est ouvert dans X. Mais Q est également une partie 
fermée de F, donc de X. Puisque X est connexe et Q est un ouvert-fermé 
non vide de X, alors Q = X. Il s’ensuit que dF = 0, c’est-à-dire F est 
ouvert-fermé non vide, ce qui contredit l’hypothèse. □ 
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Proposition 2.7. Si X — (J j e j Oj où {Oj : j G J} est un ensemble de 
parties ouvertes, connexes, disjointes deux à deux de X , alors {Oj : j G J} 
est Vensemble de composantes de X. 

Proposition 2 . 8 . Si X = (J jejFj °ù {Fj : j € J} est un ensemble fini 
de parties fermées, connexes, disjointes deux à deux de X , alors {Fj : j G J} 
est Vensemble de composantes de X. 

Si J n’est pas fini, alors la conclusion de la proposition précédente n’est 
plus vraie (l’exercice 5.d). D’autre part, il existe une partie connexe X de 
R 2 étant union dénombrable de fermés disjoints (l’exercice 9). Cependant, 

Théorème 2.9 (Sierpinski). Un espace métrique compact connexe ne 
peut pas être décomposé en famille infinie dénombrable de fermés non vides 
disjoints deux à deux. 

Démonstration. Supposons qu’un espace métrique compact connexe 
X admet une décomposition X = (JneN où X n est fermé non vide pour 
tout n G N. Comme Xo et X\ sont fermés disjoints, il existe deux ouverts 
disjoints Oo et 0\ tels que X$ C Oo et X\ c 0\ . 

Soit a; G Ii et Co la composante x dans cl 0\ . Alors Co fl Xo = 0 et 
Co fl dO\ 0 selon la proposition 2.6. Bien sûr, CqC\ X\ ^ 0 et comme 
X\ fl dO\ — 0 , alors il existe k > 1 tel que Co fl X^ ^ 0 . 

Puisque Co est connexe et Co = UneNi(^oDX n ), où {Co fl X n : n G Ni} 
est une famille de fermés disjoints et l’ensemble {k G N : Co fl X^ ^ 0} a au 
moins deux éléments, il ne peut pas être fini. 

Si nous avons déjà trouvé une suite décroissante de connexes fermés non 
vides Co, Ci,..., C n tels que Xj f)Cj = 0 pour 0 < j < n, comme C n est 
connexe et 

1 < card {k G N n+ i : C n fl Xk ^ 0} , 

alors {k G N n +i : C n fl X^ ^ 0} est infini. Ainsi, C n est un compact connexe 
qui est union disjointe dénombrable de fermés non vides. 

On se ramène donc au début de la preuve avec C n remplaçant X. Il existe 
donc un connexe fermé non vide C n +i C C n tel que C n +1 flX n +i = 0 . D’une 
part, 

Il X n H Pi C n = 0 , 

^neN n I IneN n ’ 

et de l’autre, fïneN 7 ^ car (C n ) n est une suite décroissante de compacts. 
Une contradiction. □ 

3. Espaces métriques zéro-dimensionnels 

Nous avons déjà observé que^ 5 ) tout espace métrique de cardinalité > 
1, ayant un point isolé est disconnexe. Les espaces métriques des nombres 
rationnels et des nombres irrationnels sont disconnexes sans points isolés. 

5. Le traitement de la disconnexité est en grande partie basée sur l’article de Jerry 
Vaughan [33]. 
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D’après le théorème 1.20, le cube de Cantor est disconnexe, en tant que 
produit dénombrable d’espaces métriques disconnexes (des copies de l’es¬ 
pace discret {0,1}). Par conséquent l’ensemble de Cantor est disconnexe, 
car homéomorphe au cube de Cantor. 

Un autre exemple important d’espace disconnexe est Y espace de Baire 
B, c’est-à-dire le produit d’un nom bre dénombrable de copies de 

l’espace discret N, munie de la topologie produit. 

Par conséquent, une suite (fk)k d’éléments de IlneN^ converge vers un 
élément / de üneN ^ seulement si toutes les composantes convergent, 
c’est-à-dire 

linifc^oo ffc — f V lira*-*» fk(n) = f(n). 
ne N 

Bien entendu, l’espace de Baire peut être vu comme l’ensemble N n des 
suites à valeurs dans N avec la convergence simple. Comme produit dénom¬ 
brable d’espaces métriques complets, disconnexes et séparables, 

Corollaire 3.1. U espace de Baire est complètement métrisable, sépa¬ 
rable et disconnexe. 

Un espace topologique s’appelle zéro-dimensionnel si tout point admet 
une base de voisinages composée de parties qui sont à la fois ouvertes et 
fermées. Bien évidemment, tout espace zéro-dimensionnel est disconnexe. 
Plus précisément, si X est zéro-dimensionnel, alors pour tout x G X, la 
quasi-composante de x est {x} . 

Exemple 3.2. Tout espace métrique X discret est zéro-dimmensionnel, 
car {{x}} constitue une base de voisinages de x et {x} est ouvert-fermé pour 
tout x. 

Exemple 3.3. On vérifie aisément que les espaces des nombres ration¬ 
nels Q, nombres irrationnels K \ Q, de Baire B, ainsi que de Cantor C sont 
zéro-dimensionnels. 

Exemple 3.4. Les sous-espaces suivants de M : 

M\{0}, R\Z, {0}U{i :neN!} 
sont disconnexes, mais pas zéro-dimensionnels. 

Proposition 3.5. Tout produit d’espaces zéro-dimensionnels est zéro- 
dimensionnel (top). 

Démonstration. En vertu de la proposition III.9.2, une base de voi¬ 
sinages de x G YljçjXj est composé de YljeJ^h °ù Vj € Vj(x(j)) et 
{j € J -Vj ^ Xj} est fini. Comme tout Xj est zéro-dimensionnel, on peut 
considérer seulement ceux Vj qui sont ouverts-fermés. □ 

Soit B et V deux familles de parties d’un ensemble X. On dit que B est 
un raffinement de V si pour tout B e B il existe D G V tel que B C D. 
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On dit que la dimension topologique d’un espace topologique est nulle 
si tout recouvrement ouvert admets un raffinement qui est un recouvrement 
ouvert, et dont les éléments sont disjoints deux à deux. Observons qu’un tel 
recouvrement est composé d’ouverts-fermés. 

Proposition 3.6. Tout espace métrique de dimension topologique nulle 
est zéro-dimensionnel. 

Démonstration. Si x £ X et r > 0, alors V := {{y : d(x,y) < r}, {y : 
d(x,y) > |}} est un recouvrement de X. Si B est un raffinement de V 
composé d’ouverts deux à deux disjoints (donc ouverts-fermés) qui recouvre 
X, et B e B contient x, alors il existe un élément de V qui inclut B, donc 
B C {y : d(x, y) < r}, ce qui montre que x admet une base de voisinages 
ouverts-fermés. □ 

Un espace métrique zéro-dimensionnel n’a pas forcément la dimension 
topologique nulle ( 6 ). Cependant, 

Proposition 3.7. La dimension topologique de tout espace métrique 
séparable zéro-dimensionnel est nulle. 

Démonstration. Si V(x) est une base de voisinages de x composée 
d’ouverts-fermés pour tout x G X, alors V := \J xe x V( x ) es ^ une ^ ase d’ou¬ 
verts (qui sont aussi fermés) de X. D’après la proposition IV. 1.3, il existe 
une base dénombrable de X. D’après l’exercice 5, il existe une base dénom¬ 
brable B := {B n : n G N} composée d’ouverts-fermés. Alors la famille 
V := {D n : n G N} donnée par Do := Bo et D n := B n \ (Jfc=o pour 
n > 0, est composée d’ouverts-fermés, deux à deux disjoints. De surcroît, V 
est une base et un raffinement de B. □ 

Comme N est zéro-dimensionnel et séparable, d’après les propositions 
3.5, IV.1.6 et 3.7, 

Corollaire 3.8. La dimension topologique de Tespace de Baire est nulle. 

4. Espaces ultramétriques 

Une fonction d : X x X —» R+ s’appelle une ultramétrique si pour tous 
x,y,ze X, 

d(x,y) = d(y,x), 
d(x, y) = 0 <=^>x = y, 

(VII.3) d(x, z) < max(d(x,y),d(y,z)) 

Puisque max(a, b) < a + b pour a, b €E R+, toute ultramétrique est une 
métrique. 

Proposition 4.1. Si d est une ultramétrique sur X, alors pour x,y,z G 
X, au moins deux éléments de {d(x i y) y d(y y z) y d(x ) z)} sont égaux. 


6. Des exemples connus de tels espaces sont assez compliqués. 
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Démonstration. Si tous ces nombres étaient différents, par exemple, 
d(x,y) < d(y,z) < d(x,z ), alors d(x, z) ne serait pas inférieur ou égal à 
d(y , z) = ma x(d(x, y ), d(y , z)). □ 

Proposition 4.2. Si d est une ultramétrique sur X, alors pour r, t > 0 
etx,ye X, 

(1) Si y G B r (x), alors B r (x) = B r (î/). 

^ Sï fl S é (î/) / 0 etr <t % alors 

B r (x) C Bt(y). 

(3) B r (x) est fermée. 

Démonstration. (1 ) Montrons que B r (x) C B r (y). Si 2 : G B r (x) alors 
d(z , x) < r donc 

d(z, î/) < max(d(x, y ), <%, 2 :)) < r, 

ce qui veut dire que z G B r (y). Comme y G B r (x) équivaut à a? G B r (y), on 
a l’égalité. 

(2) Supposons que r < t et z G B r (x) fl . 84 ( 2 /). Alors, après (1), 5 r (x) = 
B r (z)cB t (z)=B t (y). 

(3) Si y £ B r (x) et 0 < s < r, alors que B s (y) fl B r (x) = 0 . Sinon, 

d’après (2), y G B s (y) C 5 r (x), ce qui donne une contradiction. □ 

Il s’ensuit de la proposition 4.2, que tout espace ultramétrique est zéro- 
dimensionnel. Nous renforcerons ce résultat. 

Proposition 4.3. La dimension topologique de tout espace ultramétrique 
est nulle. 

Démonstration. Soit (X, d) espace ultramétrique et U un recouvre¬ 
ment ouvert de X. Pour tout x G X, soit r(x) le plus grand nombre réel 
tel qu’il existe U G U avec B r ^(x) C U. Comme U est un recouvrement 
ouvert, r(x) > 0 pour tout x G X. Il s’ensuit que {B r ^(x) : x G X} est un 
recouvrement de X composé d’ouverts-fermés et raffinant U. 

Il suffit de montrer que deux éléments de ce recouvrement ou sont dis¬ 
joints ou coïncident. Soit x, y deux éléments distincts de X. 

Si B r (j.)(x)nB r ( y )(îf) 0 , alors d’après la proposition 4.2.( 2 ), une boule 
est incluse dans l’autre, par exemple B r ^(x) C B r ^(y) y donc B r ^(x) = 
B r ( y )(y) conformément à la proposition 4. 2 .(3), ainsi r(x) = r(y ), d’après la 
définition de r : X R+. □ 

Si A est une famille de parties d’un espace métrique, alors désignons 
diam^l := sup {diam A : A G A}. 

Lemme 4.4. Si la dimension topologique d’un espace métrique est nulle 
et (^n)n est une suite strictement décroissante avec Hm^oo r n = 0, alors il 
existe une suite (U n ) n de recouvrements d’ouverts disjoints deux à deux telle 
que U n +i soit un raffinement de U n et dia mU n < r n . 
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Démonstration. On procède par récurrence, prenant pour Uo un 
recouvrement d’ouverts disjoints deux à deux qui raffine {i? ro (x) : x G X}. 
Suivant la définition de la dimension nulle, il existe un recouvrement U n +\ 
d’ouverts disjoints deux à deux qui est un raffinement à la fois de U n et de 
{B rn {x) : x e X}. □ 

Théorème 4.5. Un espace métrique admet une ultramétrique topologi- 
quement équivalente si et seulement si sa dimension topologique est nulle. 


Démonstration. Suivant la proposition 4.3 et le lemme 4.4, il suf¬ 
fit de montrer qu’un espace métrique ayant une suite (U n ) n de recouvre¬ 
ments d’ouverts disjoints deux à deux telle que W n +i soit un raffinement de 
W n ,diamW n +i < diamW n et lim^oo diamW n = 0, admet une ultramétrique 
topologiquement équivalente. 

On note #(x,y) le premier n tel que x et y ne sont pas dans le même 
élément de U n et soit s : N —» R+ une suite strictement décroissante avec 
lim n ^oo s(n) = 0. On définit 

Il est clair que m est positive, symétrique et que m(x, y) = 0 si et seule¬ 
ment si x = y. Montrons que 

(VII.4) m(x, z) < max(m(x, y ), m(y , z)) 

pour tous x,y,z G X. Il suffit de considérer le cas où x, y , z ne sont pas tous 
égaux. Alors il existe le plus petit n G N tel que 

n = min(#(a:, y), #(x, z), #(y, z)). 


Il y existe donc un élément U de U n contenant un seul des x, y , z. Il s’ensuit 
qu’au moins deux des nombres m(x, z), m(x, y ), m(y , z) sont égaux à s(n) et 
le troisième n’est pas supérieur à s(n), ce qui complète la preuve de (VII.4). 

Pour montrer que m est compatible, observons que pour tout n G N et 
U G W n , si s(n) < s < s(n — 1), alors B s (x) = U pour tout x G U. Ainsi 
{B s (x) : x G X, s > 0} coïncide avec la base (JneN^ X. □ 


Exemple 4.6. Nous avons déjà vu que l’ensemble de Cantor est zéro- 
dimensionnel (l’exercice V.9) et est séparable, donc de dimension topologique 
0. Une ultramétrique sur C est un cas particulier du théorème 4.5 : si x ^y, 
alors #(x,î/) désigne le premier n G N pour lequel x(n) ^ y(n). La fonction 


m 



3 -#(**), si x ï y, 
0, si x = y, 


est une utramétrique compatible sur C. Si d désigne la métrique usuelle de 
R, alors on vérifie facilement que pour tous x, y G C, 


m{x,y) < d(x,y) < 3 m{x,y). 
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5. Espace de Baire 

Nous allons montrer que l’espace de Baire B est homéomorphe au sous- 
espace de la droite des nombres irrationnels. Puisque l’espace de Baire est 
complet en tant que produit (dénombrable) d’espaces métriques discrets, 
nous aurons une autre démonstration du fait déjà établi que K \ Q est com¬ 
plètement métrisable. Nous avons vu que la dimension topologique de B 
est 0, donc B est ultramétrisable. Soit #(/,#) le premier n G N tel que 
/(n) ^ g(n). Alors conformément au théorème 4.5, 

Corollaire 5.1. La fonction 
(VII.5) Hf,g) := { “ f * 9 ’ 

est une métrique compatible avec la topologie de B. 


Si •' N Z et (p : N —Ni sont des bijections, alors la fonction 
® : IlneN N —> Z X rineNi Ni définie par 

*(/) : = (V»(/(o), v» ° /Ini), 

où /|nx est la restriction de / sur Ni, est une bijection. Bien entendu, tout 
g e Z x rineNi ^1 est une suite telle que #(0) G Z et g{n) G Ni pour n > 0. 
Si 2 /, z G Z x IlneNi Ni, alors soit 

<k{y,z) :=d{ i S~ 1 {y),^~ l {z)) 

la métrique définie sur Zx J} neNi Ni par la bijection \l> à partir de la métrique 
d sur rineNN (VII.5). Notons Bo l’espace Z x üneNi Ni muni de do- Bien 
entendu, Bo et B sont isométriques, a fortiori homéomorphes. Si g G Z x 
rineNi Ni et m G N, alors g\m désigne un élément de Z x Yi™=i Ni qui est 
la restriction de^àm premiers termes. 


5.1. Fractions continues. Une fraction continue [ao,^... ,a n ] est 
définie par 


M 


[û0> ®1, • • • ) ®n] 


= a Û, 

= ao + 



où ao G Z et afc G Ni pour k > 0. Par conséquent, 

(VII.6) [ao, a^ ..., a n ] = ao H-j-. 

ai H-j- 

a2 + ... — 
a n 

Ainsi, l’opération (VII.6) associe à toute restriction (à un nombre fini de 
premières composantes) d’un élément de Bo, un nombre rationnel. Récipro¬ 
quement, 


Proposition 5.2. Tout nombre rationnel admet une représentation comme 
fraction continue. 
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Démonstration. Si r e Q, alors il existe a e Z et b e Ni tels que 
r = g. D’après le théorème d’Euclide, il existe deux entiers q et r tels que 

a = bq H- r, où 0 < r < b. 

En posant ro := 6, on obtient 

a = rogo + ri, où 0 < ri < ro, 

7*0 = 7*1 <71 + 7*2, OÙ 0 < V 2 < n, 

7*1 = r2#2 + 7*3, OÙ 0 < r3 < r2, 


7*n— 1 — r nQn “I" 7*n+l, OÙ 0 < r n -j-i < r n , 
jusqu’au moment où, après un nombre fini de pas, r n +i devient 0, c’est-à-dire 
7*71—1 = Tntfn- D’où 


a a ri 

T — — - Q0 + —> 
b ro ro 


donc 


a ri 1 

l- q ° + — -Qo+riï-<lo + 


ro 

7*1 


91 + 


7*1 


ainsi 


a 

- b = q o + 


= [90,91, 


91 + 


92 + •. • 


9n 


□ 


Bien entendu, une fraction (VII.6) a un sens pour ao,ai, ...,a n réels, 
pourvu qu’aucun dénominateur ne soit égal à 0. Nous aurons besoin de cette 
généralisation dans la suite. 


Lemme 5.3. Si 0 < x < y, alors pour tout ne N, 

(1) sin est pair, alors [ao, ai,..., a n , x] > [ao, ai,..., a n , y ], 

(2) si n est impair, alors [ao, ai,..., a n , x] < [ao, ai,..., a n , y ]. 

Démonstration, (l’exercice 20). □ 


Proposition 5.4. Sil<x<yetne Ni, alors 


|[ao, ai,..., a<n , x ] 


[ûq, ai,..., a n , y] | < 


y -x 
xy + n 


Démonstration, (l’exercice 21). 


□ 


Afin d’éviter une confusion avec les crochets servant à définir les fractions 
continues, nous allons ici déroger à la notation traditionnelle française et 
désignerons 

(a, b) :=]a,b[, 

l’intervalle ouvert, dont les extrémités sont a < b. 
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Théorème 5.5. L’espace de B aire est homéomorphe à l’espace des 
nombres irrationnels. 

Démonstration. Définissons une suite de familles d’intervalles ouverts : 
ÏAo ’ = {(a, a + l) : a G Z}. 

Si n > 0, alors U^n est composé de 

«Û0, • • * J ^271, ^ H" 1] » [ao, • • • , ^271, ^]), 

où ao G Z, ai,..., a2n, A; G Ni et W 271+1 est composé de 

([ao,..., a 2 n+i, k ], [ao, • • • , û 2 n+i, & + 1]), 
où ao £ Z,ai,...,a 2 n+ijfc G Ni. 

Pour tout ra, les intervalles de U m sont disjoints deux à deux, leurs 
extrémités sont rationnelles et leur union inclut R \ Q. Ainsi U m est un 
recouvrement de X := R \ Q pour tout m. 

Observons que pour tout m G N, 

[ao, • • • , 1] = [ao, • • • , Ûm H - 1] 

et lim/j—^oo [ao, • • •, a m , k ] = [ao, • • •, a m ]. 

Donc tout élément de U m est l’union disjointe des éléments de W m +i qu’il 
inclut. En particulier, W m +i est un raffinement de U m . 

D’après la proposition 5.4 avec y = % et y = , 

I G U m =>» diam/ < —. 

m H-1 

Si r G M \ Q, alors pour tout m il existe I m (r) G U m tel que r G J m (r) et 
J m (r) D J m +i(r). Puisque lim m ^ 00 diarn/ m (r) = 0, 

Réciproquement, pour tout / G Z x Nf 1 , soit 

(VII.7) W» : =fW~ 

où, pour n pair, 

In ■= ([/(O),.... /(n)], [/(O),..., /(n) + 1]), 
et, pour n impair, 

In := ([/(O), • • •, /(n) + 1], [/(O),..., /(n)]). 

Observons que le n-ième intervalle de cette intersection appartient à U n . 
Comme I n D cl J n +i pour tout n dans (VII.7), l’intersection n’est pas 
vide, car M est localement compact. Puisque Hm^oo diam I n = 0, l’intersec¬ 
tion est un singleton, donc la définition ci-dessus est correcte. En plus, F(f) 
est irrationnel pour tout / G Z x N^ 1 . En effet, d’après la proposition 5.2, 
pour tout nombre rationnel r, il existe m G N et une fraction [ao, ai,..., a m ] 
égale à r, donc est une extrémité d’un élément de U m . 

Nous avons prouvé que F : Z x Nf 1 est bijective. 
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Une base de Bo est composée de 

B m (f) := {9 € Z x N^ 1 : g\m = f\m}, 

pour tout m € N et f\m € Z x Ni et UneN est une base de R \ Q. 

Ainsi, pour tous / et m, 

ce qui prouve que F est un homéomorphisme. Pour conclure il suffit de se 
souvenir que B et Bo sont homéomorphes. □ 

Théorème 5.6 (Sierpinski). Tout espace métrique séparable zéro-dimen- 
sionnel est homéomorphe à un sous-espace des nombres irrationnels. 

Démonstration. Soit X un espace métrique séparable et zéro-dimen- 
sionnel. Alors, d’après le théorème 4.5, il existe une suite (- U n ) n de recouvre¬ 
ments d’ouverts disjoints deux à deux telle que U n +\ est un raffinement de 
U n et diamW n < 2 -n . D’après la proposition 3.7, pour tout n il existe une 
sous-famille de cardinalité dénombrable m(n) < oo, 

V„ := {V nyk : n G N} 

de U n telle que la suite (V n ) n a les mêmes propriétés que (U n )n- Pour tout 
x G X et chaque n G N, il existe un unique f(x)(n) G N tel que x G V n ^ x )(n)- 
Ainsi, à tout x G X ) il correspond un unique élément f(x) de N n , donc 
f : X -» N n est une application injective. 

On observe que W := {{/ G N N : f(n) = k} : k < m(n), n G N} est une 
sous-base d’ouverts de B et, d’autre part, 

KVn,k) = {feN n :f(n) = k}nj(X), 

est une bijection entre V := |J n V n et les traces de W sur f(X). □ 

Exercices 

Solutions : pages 314-324. 

(1) Soit (X, d) un espace métrique. Pour e > 0, on appelle e-chaîne 
toute suite finie xo, #i,..., x n G X telle que d(xfc, #fc+i) < s pour 
tout 0 < k < n. Un espace métrique (X, d) est dit bien enchaîné si 
pour chaque couple v,w G X et tout e > 0 il existe une er-chaîne 
xo, xi,..., x n G X telle que v = xo, w = x n . Montrer que 

(a) tout espace métrique connexe est bien enchaîné, 

(b) tout espace métrique compact bien enchaîné est connexe, 

(c) Donner des exemples d’un espace métrique bien enchaîné qui 
ne soit pas connexe. 



128 


ANALYSE FONDAMENTALE 


(2) Une partie A d’un espace euclidien est dite convexe si x r G A pour 
tous xo, x\ G A et 0 < r < 1, où 

x r := (1 — r) xq + r x\. 

Montrer que 

(a) toute partie convexe d’un espace euclidien est connexe, 

(b) toute partie connexe de M est convexe, c’est-à-dire un intervalle. 

(3) Soit / : [0,1] —y [0,1] une application continue. Montrer qu’il existe 
Xoo tel que /(x Q o) = Xoo- 

(4) (!) Soit {A n : n G N} parties connexes d’un espace X et A n D A n +\ 
pour tout n. Soit 

Montrer que 

(a) si A n est compact pour tout n, alors A^ est connexe, 

(b) si A n est fermé pour tout n et A^ ^ 0, alors A^ n’est pas 
forcément connexe. 

(5) Composantes et quasi-composantes. 

(a) Quelles sont les composantes de X := {0}U : n G Ni} (avec 

la topologie induite de la droite) ? 

(b) Est-ce que toute composante est ouverte ? 

(c) Si n G Ni et {Co, Ci,..., C n } est une famille de connexes, 
fermés, non vides, disjoints et X = Co U C\ U ... U C n , alors 
Co, Ci,..., C n sont les composantes de X. 

(d) Si la famille de fermés, connexes, non vides n’est pas finie, alors 
la conclusion ci-dessus n’est plus valable ( 7 ). 

(e) Soit X un espace métrique, x G X, Si C ^ est la composante 
de x et QW est la quasi-composante de x, alors C 

(6) Un espace métrique (X, d) est dit localement connexe si pour tout 
x G X et chaque voisinage V de x il existe un voisinage connexe 
W C V. Montrer que 

(a) tout espace métrique discret est localement connexe, 

(b) X est localement connexe si et seulement si les composantes 
de chaque partie ouverte de X sont ouvertes dans X , 

(c) l’image continue d’un espace localement connexe n’est pas for¬ 
cément localement connexe, 


7. Considérer la famille {{æ} x R : x G R} de R 2 . 
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(d) l’image d’un espace localement connexe par une application 
quotient est localement connexe, 

(e) il existe un espace connexe qui n’est pas localement connexe. 

(7) Un espace métrique est dit localement connexe par arcs, si pour tout 
x et e > 0 il existe S > 0 tel que si v,w E B ( x , ô ), alors il existe un 
arc de diamètre inférieur à e joignant v et w. Montrer que 

(a) un espace localement connexe par arcs est localement connexe, 

(b) si un espace métrique ( X , d) est compact et localement connexe 
par arcs, alors pour tout e > 0 il existe 5 > 0 tel que si 
d(w,x) < S , alors il existe un arc de diamètre inférieur à e 
joignant w et x. 

(8) (!) (Théorème de Hahn-Mazurkiewicz) Tout espace métrique com¬ 
pact, connexe et localement connexe est l’image continue de [0,1]. 
Montrer 

(a) la version plus faible de ce théorème, où localement connexe est 
remplacé par localement connexe par arcs^\ 

Montrer que 

(b) le cube de Hilbert est l’image continue de [0,1], 

(c) (courbe de Peano) [0, l] 2 est l’image continue de [0,1]. 

(9) (!) Trouver un sous-espace connexe X de M 2 qui est l’union dénom¬ 
brable disjointe de fermés connexes. 

(10) Montrer que 

(a) on peut décomposer M 2 en une famille de fermés disjoints, cha¬ 
cun étant de cardinalité c, 

(b) on ne peut pas représenter M = \J neN [a n ,6 n ], où a n <b n , où 
(in — b n ®t \a<n, bn] Pi [Q- 771 , &77i] = 0 si n ^ m , 

(c) on ne peut pas représenter M 2 = \J neN D n , où tous les D n sont 
des disques fermés non vides et disjoints deux à deux. 

(11) Soit X un espace métrique connexe. On appelle point de coupure 
tout x G X tel que X\{x} est disconnexe, c’est-à-dire il existe deux 
ouverts disjoints non vides A , B tels que X \ {x} = AU B \ autre¬ 
ment, il est dit point de non coupure. Montrer que si X est connexe, 
x est un point de coupure de X et A, B sont ouverts disjoints non 
vides tels que X \ {x} = A U B, A U {x} et B U {x} sont connexes. 


8. Indication : Si X est un espace métrique compact, alors d’après le théorème 1.19 
du chapitre V, il existe une application continue / de l’ensemble de Cantor C sur X. 
Prolonger / sur [0,1]. 
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(12) Caractérisation topologique de Vintervalle fermé. Montrer qu’un es¬ 
pace métrique est homéomorphe à l’intervalle [0,1] si et seulement 
s’il est compact, connexe, et le nombre de ses points de non coupure 
est deux. 

(13) Montrer que 

(a) tout espace connexe par arcs est connexe, 

(b) la partie 

A := {( x,y ) : x > 0,y — sin(±)} 
de M est connexe par arcs, 

(c) A U {(0,0)} est connexe, 

(d) A U {(0,0)} n’est pas connexe par arcs. 

(14) ★ En utilisant des arguments liés à la connexité, montrer que 

(a) M 2 et M ne sont pas homéomorphes, 

(b) [—1,1] et {z G M 2 : \z\ = l} ne sont pas homéomorphes, 

(c) [—1,1] et M ne sont pas homéomorphes. 

(15) ★ Montrer que 

(a) M est connexe par arcs, 

(b) M n est connexe par arcs pour tout n G N, 

(c) M n \ {a} est connexe par arcs pour tout a G M n si n > 1. 

(16) Soit n > 1, A une partie dénombrable de M n . Montrer que 

(a) si p £ A, alors pour toute droite L de M n , telle que p $ L, 
l’ensemble 

{r G L : [p, r] fl A ^ 0} , 

est dénombrable, où [p, r] := {(1 — A )p + Ar : 0 < A < 1}, 

(b) M n \ A est connexe par arcs. 

(17) (!) Un espace métrique X est connexe par arcs si et seulement si 
pour tous xo, x\ G X il existe une application continue l : [0,1] —> X 
telle que 1(0) = xq et 1(1) = x\. 

(18) Espaces zéro-dimensionnels 

(a) ★ Montrer que toute composante d’un espace zéro-dimensionnels 

X est un single ton . 

(b) Quelles sont les composantes de Yl ne ^ {0,1} ? 

9. Tout espace avec cette propriété s’appelle héréditairement disconnexe. 
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(19) Soit C Pensemble de Cantor et / : C —> [0,1] une application conti¬ 
nue surjective. Montrer que pour tout 0<r<let£>0il existe 
y G [r — £, r + e] tel que card f~ l (y) > 1. 

(20) Prouver le lemme 5.3 : Si 0 < x < y, alors pour tout n G N, 

si n est pair, alors [ao, a^ ..., a n , x] > [ao, ai,, a n , y ], 
si n est impair, alors [ao, a^ ..., a n , x] < [ao, a^ ..., a n , y]. 

(21) Prouver la proposition 5.4 : Si 1 < x < y et n G Ni, alors 

y — x 

|[ao, ai,..., a n , x] [ao, ai,..., a w , y]| ^ ■ * 

x?/ + n 




CHAPITRE VIII 


Espaces vectoriels 


Au XIX e siècle les espaces euclidiens furent utilisés communément de 
façon intuitive, mais une première théorie de tels espaces en tant qu’espaces 
vectoriels et affines fut fondée par Hermann Grassmann dans son œuvre 
célèbre Ausdehnungslehre (éditions 1844 et 1862). 



Figure VIII. 1. Hermann Grassmann (1809-1877) 

Cependant, la notion moderne des espaces vectoriels fut donnée par 
Giuseppe Peano dans le Calcolo geometrico secondo Ausdehnungslehre di 
H. Grassmann en 1888. On y trouve, entre autres, les notions d’application 
linéaire et de norme. 

Un espace vectoriel X sur (un corps commutatif) K est un groupe com¬ 
mutatif (X, +) non vide, muni d’une opération externe de multiplication 
(A, x) Xx de K x X dans X satisfaisant les conditions suivantes : 


(VIII. 1) 

Ix = X 

(normalisation), 

(VIII.2) 

X(jjLx) = (A p)x 

(associativité), 

(VIII.3) 

(A + p)x = Xx + /ix 

(distributivité), 

(VIII.4) 

A(x y) = Xx + A y 

(distributivité), 


pour tous A, fi G K et x, y G X. Nous allons considérer surtout des espaces 
sur M, le corps des nombres réels et sur C, le corps des nombres complexes. 

Comme EcC, tout espace vectoriel complexe (c’est-à-dire sur C) peut 
également être considéré comme un espace vectoriel réel (c’est-à-dire sur M), 
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car si la multiplication de C x X — > X vérifiant (VTII.1)-(VIII.4), alors sa 
restriction vérifie les mêmes conditions. 

Soit X un espace vectoriel (sur K). Une partie L non vide de X est ap¬ 
pelée linéaire ou un sous-espace vectoriel de X, si L est un espace vectoriel 
sur K (relativement aux restrictions des opérations d’addition et de multi¬ 
plication externe). Pour que L soit un sous-espace, il faut et il suffit que L 
soit stable pour ces opérations, c’est-à-dire 

x,y E L => x + y e L, 

A G K, xeL => Xx G L. 

Soit J un ensemble. Si Xj est un espace vectoriel sur le même corps 
pour tout j G J, alors on définit sur le produit YljeJ^v ^ es opérations 
d’addition et de multiplication composante par composante, c’est-à-dire si 
f,g E TljejXv alors, par définition, 

(.f + g)(j ) : =f(j) + gU), 

(A f)(j) : =A 

Exemple 0.7. Si K est un corps, alors K est un espace vectoriel sur K 
avec l’opération interne d’addition + et l’opération • : K x K —> K, où la 
première composante joue le rôle du corps des scalaires et la seconde celui de 
l’espace vectoriel. Par conséquent, K n := rii<fc<n^ es t un espace vectoriel 
sur K. 


1. Bases, dimension 

Le sous-espace le plus petit incluant une partie A de X s’appelle Venve¬ 
loppe linéaire de A (ou, sous-espace engendré par A) et est noté vect A. Pour 
se convaincre qu’un tel sous-espace existe, considérons la famille 

A = {L C X : L linéaire, A C L}. 

La famille A n’est pas vide, car X E A; d’autre part, fl LeA L E A. En 
conséquence, vect A = CÏLeA 

Une combinaison linéaire des vecteurs x\ , #2, • • • > x n de X est un vecteur 
de la forme Yï,i=i AW> où • • • » H>n ^ K. On observe que 

Proposition 1.1. L’enveloppe linéaire de A est l’ensemble des combi¬ 
naisons linéaires d’éléments de A , c’est-à-dire 

vect A = {EL, L XkXk : n E N, Xk G A, X k E K j 

Démonstration. En effet, l’ensemble des combinaisons linéaires d’élé¬ 
ments de A est linéaire, incluant A et inclus dans vect A. □ 

Une partie H de X est dite linéairement indépendante (ou libre) si pour 
tout n E Ni, tous x\ ,..., x n E H et Ai,..., A n E K, on a 
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Proposition 1.2. Une partie H de X telle que 0 ^ H , est libre si et 
seulement si vect (H \ {h}) pour tout h G H. 

Démonstration. Supposons que H est libre. Si ho G vect(if \ {ho}), 
alors il existe ne Ni, hi, h 2 , • • • > h n e H \ {ho} et Ai,..., A n G K tels que 
ho = J2k= i ^ khk , c’est-à-dire 

5^1=0 Xkhk = °’ où - _1 - 

Puisque H est libre, Ao = Ai = ... = À n = 0 en contradiction avec Ao = — 1. 
Si H n’est pas libre, alors il existe n G Ni,xi,... ,x n G H et Ai,..., A n G K 
tels que 

^2k =i ^ kXk = 0 et ^;-_i ^ °* 

Il existe donc 0 < j < n pour lequel A j ^ 0. Doncs Xj = — Ylk^j donc 
hj G vect {hk : k ^ j, 0 < k < n} C vect(if \ {hj}). □ 

L’indépendance linéaire est une propriété inductive, c’est-à-dire si H 
est une famille totalement ordonnée par l’inclusion de parties libres, alors 
U Hen^ es t libre. Ainsi, grâce au théorème 1.2.3 de Zorn-Kuratowski, 

Proposition 1.3. Toute partie libre est incluse dans une partie libre 
maximale (par rapport à l’inclusion). 

Une partie libre maximale d’un espace vectoriel X s’appelle une base (de 
Hamel) de X. 

Proposition 1.4. Si B est une base de X , alors X = vect B. 

Démonstration. Effectivement, si au contraire, x G X \ vect B et B 
est libre, alors B U {x} est libre, donc B n’est pas maximale. En effet, si 
ne Ni, bu •. •, b n G B et Ao, Ai,..., A n G K tels que J2k=o = 0» où 
bo = x, et Y?k =o \^k\ alors Ao = 0, car dans le cas contraire 



Puisque B est libre, Ai = ... = A n = 0 également. □ 

Une partie H de X telle que vect H = X est dite génératrice. Donc 

Corollaire 1.5. Une partie d’un espace vectoriel est une base si et seule¬ 
ment si elle est génératrice et libre. 

Proposition 1.6. Soit B une base d’un espace vectoriel X sur K. Alors 
pour tout x G X, il existe une unique application A : B —> K telle que 
{b G B : A (b) ^ 0} est fini et 
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Démonstration. L’existence À est une conséquence de X = vect B. 
Supposons que p : B —> K est une autre application telle que 

et {b E B : p(b) ^ 0} est fini. Par conséquent, “ A(6))6 = 0 et 

{b E B : p(b) — A (b) ^ 0} est fini. Puisque B est libre, p(b ) — A (b) = 0 pour 
tout b E B. □ 

Théorème 1.7. Toutes les bases d'un espace vectoriel ont la même car- 
dinalité. 

Démonstration. Soient B , IV deux bases de X. Comme IV est une 
base de X, pour tout élément b de B, il existe une partie finie (non vide) 
W(b) de IV telle que 

(VIII.5) b e vect W (b). 

Or IV = (J beB W(b). Effectivement, puisque B est une base de X, pour 
tout élément w de IV, il existe une partie finie B(w) de B telle que w E 
vect B(w) C vect(U 6(EB(îü) W(b)). Dès lors W est libre, w E \JbeB(w) W ( b )> 
c’est-à-dire pour tout w E W, il existe b E B tel que w E W(b). 

Si B est finie, alors W est finie, par exemple, B = {&i,...,6 n } 

W = {wi t ... Comme pour tout 1 < i < n, il existe des scalaires 

Aî,i, A^,* * • tels que = Y^j=i\j w jy et puisque B est linéairement 
indépendante, n < fc, donc cardi? < card W. En changeant les rôles de B et 
W, on obtient card B = card W. 

Si B est infinie, alors d’après le théorème A.5.6^\ 

card IV < y^^^caidW(b) < card B • Ko = card S, 

car card W(b) < Ko pour tout b E B. De la même manière, card B < card IV, 
ce qui implique l’équipotence de B et IV, grâce au théorème 1.5.2 de Cantor- 
Bernstein. □ 

La cardinalité d’une base d’un espace vectoriel X s’appelle la dimension 
de X et est notée dimX. Si X est un espace vectoriel sur C, alors dim X est 
différente de dim^X, la dimension de X en tant qu’un espace vectoriel sur 

R. 

Exemple 1.8. Soit X un espace vectoriel complexe de dimension 1. 
Alors X peut être identifié avec C. Le même X en tant qu’espace réel a la 
dimension 2, car C « M x M. 

Si V, IV sont des parties d’un espace vectoriel X et A est un ensemble 
de scalaires, alors on note 

V + IV : = {v + w : v E V,w E IV} , 

AV : = {av : a E A,v EV} . 

1. Nous utilisons ici le fait (qui n’a été démontré dans toute sa généralité que dans un 
appendice) que /c • Ko = /c pour tout cardinal infini /c. 
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Si deux sous-espaces vectoriels V, W de X sont tels que V fl W = {0}, 
alors V + W est la somme directe de V et W , notée V ®W. Si X = V &W, 
alors V est supplémentaire de W (et réciproquement). 

Proposition 1.9. Si X = V 0 W, alors tout x G X a une unique 
représentation x = v + w, où v eV et w eW. 

Démonstration. Par définition, x = v + w. Si également x = vo + wo , 
alors V 3v — vo = wo — wE W, donc v = vo et w = u>o, car V fl W = {0}. 
□ 


Bien entendu, deux sous-espaces supplémentaires d’un même sous-espace 
ont la même dimension. La codimension codim H d’un sous-espace vectoriel 
H de X est la dimension de son espace supplémentaire. Un hyperplan vecto¬ 
riel de X est un sous-espace vectoriel de X de codimension 1. 

Proposition 1.10. Pour tout sous-espace L de X, il existe un sous- 
espace M de X tel que 

X = L®M. 

Démonstration. Effectivement, soit Bl une base de L. Alors il existe 
une base B de X telle que Bl C B. Soit M := vect(£ \ Bl ). Il est évident 
que X = L + M. D’autre part, si x G L fl M, alors x = 0. □ 

2. Applications et formes linéaires 

Soit X, Y deux espaces vectoriels sur K. Une application f : X —ï Y est 
dite linéaire si pour tout xo, x\ G X et Ao, Ai G K, 

f{Xox 0 + Aixi) = Xof{x 0 ) + Xif(xi). 

Bien sûr, par récurrence, si / est linéaire, alors 

ELi Xkx ^=ELi Xk f( xk ) 

pour chaque n G Ni, aq,..., x n G X et Ai,..., A n G K. 

On note L(X , Y) l’ensemble des applications linéaires de X dans Y. On 
observe que L(X , Y) muni des opérations 

(/ + 9)(x) ■■= f(x) + g{x) et (A f)(x) := A f(x), 

où /,g G L(X , y), x G X et A G K est un espace vectoriel sur K. 

Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme (linéaire). 
Deux espaces vectoriels X , Y s’appellent isomorphes s’il existe un isomor¬ 
phisme / : X -3 Y. Notons que l’application réciproque d’une application 
linéaire (bijective) est linéaire. 

Si dimy = 1, alors pour tout 0 ^ y G Y forme une base de y, donc 
y = Ky := {Ay : A G K}. Par conséquent, tout espace de dimension 1 peut 
être identifié avec le corps des scalaires correspondant. On désigne X* := 
L(X, K) le dual (vectoriel) de X, c’est-à-dire l’espace des formes linéaires 
sur X. 
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Proposition 2.1. Si B est une base de X et fo : B K, alors il existe 
une unique forme f G X* telle que f(b) = /o( 6 ) pour tout b G B. 

Démonstration. Soit /(O) = 0. Si 0 ^ x G X alors il existe n G 
N, &i,..., b n G B et 0 ^ Ai,..., A n G K tels que 

et cette représentation est unique. Par conséquent, 

/(*) : = ELi Xk f°( bk ) 

est une forme linéaire sur X. Si g G X* vérifie g(b) = /o( 6 ) pour tout b G £, 
alors 

$(*) = s(ELi = El=i X k9(h) 

= 1 A fc /o(6 fc ) = /(*)• 

□ 

Corollaire 2.2. Si f e X* et B est une base de X, alors f est déter¬ 
minée par sa restriction à B. 

Corollaire 2.3. Le dualX* d } un espace vectoriel de dimension finie est 
isomorphe à X. 

Démonstration. Soit n = dimX et soit { 61 , 62 , ..., 6 n } une base de 
X. Pour tout 1 < k < n soit fk une forme linéaire sur X définie par 

(VIII. 6 ) fk(bj)~S k y 

Si / := Ylk =1 — O» a l° rs / ( 6 j) = A j = 0 pour tout 1 < j < n, ce qui 

montre que {/ 1 , / 2 , • • •, fn} est linéairement indépendante. D’autre part, si 

f E X* alors / = J2k =1 f(bk)fk • En effet, cette égalité est équivalentes à 
l’égalité sur les éléments d’une base, par exemple, sur { 61 , 62 ,... , 6 n }. Or, 
J2k=if(h)fk(bj) = f(bj) pour tout 1 < j < n selon (VIII. 6 ). Enfin, F : 
X X* définie par F(bk) := fk est un isomorphisme linéaire. □ 

Il est immédiat que 

Proposition 2.4. L’image et Vimage réciproque d’une partie linéaire par 
une application linéaire sont linéaires. 

En particulier, si / est linéaire, alors 

f-\0) :={xeX: f(x) = 0 } 

est linéaire. L’image réciproque d’une application linéaire /, parfois notée 
ker /, est appelé le noyau de /. Autrement dit, 

ker/ = / _1 (0). 

Soit X un espace vectoriel et L son sous-espace vectoriel. Deux éléments 
x, y de X sont L-équivalents si y — x G L, 

(VIII.7) x y 4=> y — x G L. 
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Soit X/L l’ensemble des classes de L-équivalence, c’est-à-dire le quotient 
(défini à la page 7) de X par rapport à la relation d’équivalence (VIII.7). 
Ainsi 2 G X/L si et seulement s’il existe y G X tel que z — y-\-L. Si 

(VIII. 8 ) (x + L) + (y + L) : = (x + y) + L, 

(VIII.9) A (x + L) : =A x + L, 

alors le quotient X/L avec les opérations définies par (VIII. 8 ) et (VIII.9) 
devient un espace vectoriel. L’application q : X —► X/L associant à x sa 
classe d’équivalence x + L, 

(VIII. 10 ) q(x) :=x + L , 

s’appelle la projection naturelle sur X/L. Elle est linéaire. 

Si X est un espace vectoriel, alors une application linéaire p : X —► X 
s’appelle une projection si p 2 (x) = p(x) pour tout x G X. Observons que, 
contrairement aux projections naturelles, les projections dans le sens actuel 
ont les valeurs dans le même espace que les arguments. Il existe néanmoins 
un lien étroit entre les projections et projections naturelles. 

Rappelons que ix • X —► X désigne Y identité c’est-à-dire ix(%) = x 
pour tout x. 

Proposition 2.5. Si p : X —ï X est une projection, alors ix~P est une 
projection, et X — p(X) 0 (ix — p)(X). Inversement, si 

x = v@w, 

c’est-à-dire pour tout x G X il existe un unique ('Ky(x),'Kw(%)) G V x W tel 
que 

x = Try(x) + 7Tw(æ), 

alors 7 tw est une projection et nw = ix — ^v- 
Démonstration. On calcule 

(ix~p) 2 (x) = (ix -p)(x-p(x)) 

— x — p(x) — p(x) + p 2 (x) 

= x-p(x) = (i x -p)(x). 

Si y G p(X), alors p(y) = y , donc (ix ~p)(y) = y ~p(y ) = 0, et vice versa, 
et par conséquent p(X) fl (ix —p)(X) = { 0 }. 

Inversement, n r^(x) — x — 7tv(æ) et ny(x) G V et, en conséquence, 
7 r w(ny(x)) = 0 , donc iïy(x) = ny(x). □ 

Proposition 2.6. Si p : X —► X est une projection, alors il existe une 
bijection linéaire f :p(X) —► Xj(ix —p)(X) telle que f op est la projection 
naturelle sur X/(ix — p)(X). 

Démonstration. Soit f(y ) := y + (ix — p)(X) pour tout y G (ix — 
p)(X). Alors f(p(x)) = p(x) + (i x ~ p)(X) = x + (i x - p)(X). En effet, 
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puisque x — p(x) G ( ix — p)(X), en additionnant ( ix —p){X) de deux côtés, 
on obtient 

x - p(x) + (i x - p)(X) C (ix ~ P)(X), 
d’où x + (ix ~ p)(X) C p(x) + (ix — p)(X). En multipliant cette inclusion 
par —1, on conclut grâce à la linéarité de (ix —p)(X). □ 

Proposition 2.7. Pour que H soit un hyperplan vectoriel de X , il faut 
et il suffit qu } il existe 0 ^ / G X* telle que H = {/ = 0}. 

Démonstration. Si H est un hyperplan de X, alors il existe xq g X\H 
tel que X = H 0 Kxo, ce qui veut dire que tout élément x de X a une 
unique représentation x = h x + X x XQ. Par conséquent, f(x) := A^ définit une 
fonction de X dans K. Il est immédiat que / est une forme linéaire telle que 
H = {/ = 0 }. 

Si 0 t^ / G X*, alors il existe xo G X tel que f(x o) = 1. Donc si x G X ) 
alors x = (x ^ f(x) xo) + f(x) xq. 

Or, (x — f(x)x o) G {/ = 0} et f(f(x)x o) = /(x), ce qui montre que 
X = {/ = 0} 0 Kxo, c’est-à-dire {/ = 0} est un hyperplan. □ 

Si X est un espace vectoriel complexe, on distingue son dual complexe X J 
et son dual réel X^. Effectivement, Xfc représente toutes les formes linéaires 
f : X C, et X £ toutes les formes linéaires / : X —► R, quand X est 
considéré comme un espace vectoriel sur R. 

Si / G -X£, alors f(\x) = Xf(x) pour tout A G R. D’autre part, 

f(x) = ft/(æ) +i9f/(æ) 

= v(x) H- iw(x), 

où v(x),iü(x) G R sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire 
de f(x) pour tout x G X. Par conséquent, pour tout A G R, 

v(Xx) = 5ï/( Xx) = îî(A f(x)) = X$tf(x) = Xv(x ), 

ce qui montre que 5ï/ est une forme linéaire (réelle). Il s’avère que la partie 
réelle 5ï/ d’une forme linéaire complexe / détermine /. Plus précisément, 

(VIII.11) f(x)=Kf(x)-mf(ix). 

En effet, comme / G -X£, on a f(ix) = v(ix) + iw(ix) et, d’autre part, 
f(ix) = if(x) = iv(x) — w(x)y ce qui entraîne 9 f(x ) = iü(x) = —v(ix) = 
—$lf(ix). 

3. Prolongement des formes linéaires 

Soit X un espace vectoriel réel. Une fonction p : X -ï R+ est dite 
positivement homogène si pour tous x G X et t > 0, 

(VIII. 12) p(te) = tp(®). 

Elle s’appelle sous-additive si 

(VIII.13) p(x 0 + xi) < p(x 0 ) +p(x i) 
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pour tous æo,£i £ X. 

Théorème 3.1 (Hahn-Banach (réel)). Soit X un espace vectoriel réel et 
soit p : X —> M+ une fonction sous-additive, positivement homogène. Si Xo 
est un sous-espace vectoriel de X et fo G Xq telle que 

x eX 0 => fo(x) < p(x), 

alors il existe f G X* telle que f(x) = fo(x) pour tout x G Xq et 

x G X ==> f(x) < p(x). 

Démonstration. Supposons d’abord que X est réel. Si X ^ Xq alors 
il existe h G X \ Xq. Nous allons prolonger fo à une forme linéaire continue 
fi (de la même norme) à Xo 0 Rh. Pour tous w,y G Xo, 

/oW + fo(y) - fo{w + y) 

< p(w + y) < p(w — h) + p(y + h). 

Donc 

fo(w) - p(w -h) < p(y + h)~ fo(y) 
pour chaque w,y G Xo. Par conséquent, il existe c G R tel que 
(VIII. 14) f 0 (w) - p(w -h) <c<p(y +h) - f 0 (y) 

pour chaque w y y G Xo. En remplaçant w et y par \x avec t > 0 dans 
(VIII. 14), on obtient 

fo(x)-ct < p(x-th ), 
fo{x) + ct < p(x + th ), 
donc pour tout x G Xo et r G R, 

f\(x + rh) := fo(x) + cr < p(x + r/i), 

ainsi f\ est une forme linéaire sur Xo 0 Rh majorée par p. 

Considérons maintenant tous les prolongements linéaires continus de fo 
majorés par p. Soit 

T := {(L,Z) : Xo C L — vectL C X, l G L', l < p \l et l \x 0 = fo} 
muni de l’ordre 

(LqJo) < (Luh) Lo c L\ et h \l 0 = lo • 

Pour toute partie C totalement ordonnée de J 7 , on définit sur le sous-espace 
vectoriel L 9 := U (L,l)eC^ f° rme linéaire 

l 9 (x) := l(x) si (L,Z) G C et x G L. 

La forme l 9 est bien définie et l 9 G L*, car si x G LqC\L\ et (Lo, /o)> (Li, Zi) G 
L, alors Lo C L\ et l\ |l 0 = lo ou L\ C Lo et lo \= Zi, car C est totalement 
ordonnée. 

En vertu du théorème 1.2.3 de Zorn-Kuratowski, il existe un élément 
maximal (F, /) de T et d’après la première partie de la preuve, F — X donc 

fex*. □ 
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Soit X un espace vectoriel (réel ou complexe). Une fonction p : X M+ 
est dite semi-norme si elle sous-additive et 

(VIII.15) p( Xx) = \\\p(x) 

pour tous x G X et A G K. Il s’ensuit que p (0) = 0. Si p{x) = 0 entraîne 
x = 0, alors p est une norme. 

Exemple 3.2. Si / G Jt*, alors p{x) := \f(x)\ définit une semi-norme 
qui n’est pas une norme sauf le cas de dimX = 1. 

Exemple 3.3. Si X est un espace normé et L est une partie linéaire 
de X , alors d(x i L) := inf {d(x i y) : y G L} est une semi-norme. Elle est une 
norme si dim L = 0. 

Théorème 3.4 (Hahn-Banach). Soit X un espace vectoriel réel ou com¬ 
plexe et soit p : X —ï M+ une semi-norme. Si Xo est un sous-espace vectoriel 
de X et fo G Xq telle que 

x G Xo ==> \ fo(x)\ < p(x), 

alors il existe f G X* telle que f(x) = fo(x) pour tout x G Xo et 

x G X ==> \f(x)\ < p(x). 

Démonstration. Le cas réel est une conséquence du théorème IX.3.1. 
Si X est un espace vectoriel complexe et /o G X 0 *, alors 5ï/o est une forme 
linéaire réelle et ïî/o(æ) < |/o(æ)| ^ p ( x ) P our tout x e Xo- D’après le cas 
réel, il existe une forme linéaire réelle v sur X qui prolonge 5ï/o et telle que 
v(x) < p(x) pour tout x G X. La forme 

f(x) = v(x) — iv{ix) 

est un prolongement recherché de fo. Effectivement, pour tout x G X il existe 
a(x) G C tel que |a(æ)| = 1 et \f(x)\ = a(x)f(x). Dès lors 

\f(x)\ = a(x)f(x) = f(a(x)x) 

= v(a(x)x) < p(a(x)x) = |a(a:)|p(a:) = p(x). 

□ 


4. Intérieur et fermeture algébriques 

Soit X un espace vectoriel et A une partie de X. On dit qu’un élément 
x appartient à V intérieur algébrique de A, 

x G int a A 

si pour tout h G X il existe > 0 tel que x + th G A pour tout 0 < t < t^. 
On observe que pour A, B C X, 

(VIII.16) A c B ==> int a A C int a B, 

(VIII.17) int a Ad A, 

(VIII.18) int a (A fl B) = int a A fl int a B , 

mais l’opération int a n’est pas idempotente. 
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Lemme 4.1. Si X est un espace vectoriel, 0^feX*,BcX et 
x G int aJ B, alors f(x) > inf b f- 

Démonstration. Si 0 ^ f eX* y alors il existe h £ X tel que f(h) < 0. 
Comme x G int a B , il existe t^ > 0 tel que x + th G B pour tout 0 < t < t^. 
Par conséquent, 

infs f <f{x + t h h) = f(x) + t h f(h) < f(x). 

□ 


Exemple 4.2. Soit 

A = {(r, s) G M 2 : r > 0 ==> s < y/r}. 

Alors int a A = A \ {( 0 , 5 ) G M 2 '• s ^ û) , tandis que înt^j înt^ A. — A. ^ 
{(0, s) G M 2 : s > 0} . Ainsi (0,0) G int a A \ int a int a A. 

Cette structure algébrique a un lien étroit à la topologie radiale de l’exer¬ 
cice III.34 (voir les exercices A.8 et A.9). 

Cependant l’intérieur algébrique est idempotent sur les convexes. 

Une partie A d’un espace vectoriel X sur K est dite convexe si pour tous 
XQ)X\ G A et 0 < r < 1, 

(VIII.19) x r := (1 — r) xq + r x\ G A. 

L’espace tout entier est convexe; l’intersection de chaque famille de 
convexes est convexe. En conséquence, pour toute partie B de X, le plus 
petit convexe incluant B existe ® ; on l’appelle Venveloppe convexe de B 
(ou bien la convexifiée de B) et on la note convB. Constatons que, pour 
tous A, B c X, 

A c B ==> conv A c conv B, 

A c conv A, 
conv(conv A) = conv A, 

ainsi que conv0 = 0 et convX = X. 

Rappelons qu’une chaîne est une partie totalement ordonnée (ici, par 
inclusion), c’est-à-dire dont deux éléments quelconques sont comparables. 

Proposition 4.3. Si {Ai : i G 1} est une chaîne de convexes, alors 
Uie/ Ai est convexe. 

On montre sans peine par récurrence qu’une partie A est convexe si et 
seulement si pour tout n et tous xo,..., x n G A et ao > 0,..., a n >0 avec 
EILo a i = 1, alors Zto a iXi e A - 

Proposition 4.4. Si B est une partie d’un espace vectoriel, alors 
(VIII.20) 

t ->Tl y -vTl 

conv B = { > otiXi : oti > 0, > a» = 1, æo,... ,æ n G B, n G N/- 

^— 'i=0 L —'z=0 

2. En effet, la famille B = {A convexe : B c A c X} est non vide (X 6 B et 
fUee AeB, donc co B = n A6 e A - 
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Démonstration. En effet, l’ensemble des combinaisons convexes d’élé¬ 
ments de B est convexe et inclut B donc inclut convi?. D’autre part, toute 
combinaison convexe d’éléments de B appartient à convi?. □ 

Proposition 4.5. Si A est un convexe , alors 
int a int a A = int a A. 

Démonstration. Soit x E int a A et h G X. Alors il existe to > 0 tel 
que x-\-th G A pour tout 0 < t < to. Nous allons montrer que x + th G int a A 
si 0 < t < to, ce qui équivaut à x G int a int a A, car h est arbitraire. 

Fixons 0 < t < to et k G X. Il faut trouver so > 0 tel que x + th + sk G A 
pour 0 < s < so. Comme x G int a A, il existe ro > 0 tel que x + rk e A pour 
0 < r < ro. Par conséquent, pour tout 0 < r < ro et 0 < a < 1, 

v(r , a) = (1 - a)(x + rk) + a(x + toh) G A 

Il suffit de trouver des conditions telles que pour s > 0, il existe r et a 
tels que 

x + th + sk = v(r , a). 

En comparant les termes, on obtient a = ^ (qui est inférieur à 1) et 
S = (1 - £)r. Donc s k = (1 - £)r r >0. □ 

Dualement, la fermeture algébrique de A est définie par 

cl a A = (int a A c ) c . 

Proposition 4.6. Pour que x G cl a A il faut et il suffit qu’il existe h E X 
et une suite (t n ) n de réels positifs tels que x + t n h G A. 

Démonstration. Par définition, x G cl a A si et seulement si x £ int a A c , 
donc pour tout h e X et tout s > 0, l’intervalle {x + th : 0 < t < s} fl A ^ 0, 
c’est-à-dire il existe (£ n ) n de réels positifs tels que x + t n h G A. □ 

Il ne faut pas croire que cl a cl a A = cl a A pour tout convexe A. Effecti¬ 
vement, 


Exemple 4.7. Soit X un espace vectoriel réel de dimension Kq. Notons 
{e n : n G Ni} une base de X. Alors pour tout x G X, il existe une unique 
suite (x ( n)) n telle que {n G N : x(n) ^ 0} est fini et x = J2 n eNi x ( n ) e ™* 
Définissons 

m(x) := sup{n G Ni : x(n) ± 0} < oo, 

(ainsi ra(0) = 0) et considérons l’ensemble 


A = {x : m(x) > 0 et x(n) > —7—7}. 


'ne Ni ” v '' / — m(x ) J 

La partie A est convexe, car pour x>y E A et 0 < a < 1, 

, x . 1 — a 
y(n) > —rr + 


( 1 - a )E n6Nl a; ( n ) +a E. 


a 


neNi 


m(x) m(y) 


> 


> 


m(x) V m(y) ^((1 — a)x + oiy) * 
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Or, cia A = {x : £ n€Nl z(n) > 0}. En effet, si J2neNi x (. n ) > 0 alors il 
existe N > m(x) tel que XlneNi x ( n ) > jf- P ftr conséquent, m(x + teN ) = N 
pour tout t > 0, donc ]CneNi x(n) + t > et ainsi x + te^ G A pour 
t assez petit. Si XlneNi 2/( n ) — alors V $ A car si h G X, alors ou 
ra(2/+£/i) = ra(2/+/i) = 0 pour tout t, ou il existe £ > 0 tel que XlneNi 2/( n ) + 


t £„eNx M») < m(y + t fc) - 
t >0. 


Bien sûr, 0 G cl a cl a A, car te o G cl a A pour tout 


5. Séparation des convexes 

Le but de cette section est de construire des semi-normes associées à des 
parties convexes. Soit A une partie d’un espace vectoriel X. La jauge de A 
est définie sur X par 

(VIII.21) /a 0*0 = inf{r > 0 : x G rA}. 

Évidemment, ^(æ) > 0 pour chaque A et tout x G X. D’autre part, 
pour toute partie A non vide, Ja{ 0) = 0. Observons que A C D implique 
que Ja > jü> en particulier j A > j[o,i]A - (3) En fait, 

JA = .7 [0,1] A- 

Effectivement, si t > j[o t i]A( x )> alors il existe r < t, A G [0,1] et a G A 
tels que x = rAa, donc si s := rX et x G s A, alors t > s > jA(x). 



Figure VIII.2. La jauge ^ : R ->> R + de l’intervalle A = [a, b] 
est la même que de l’ensemble A = {a, b} . 


3. Rappelons que [0,1] A := {Aa : A € [0,1], a € A}. 
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Proposition 5.1. Toute jauge est positivement homogène. 


Démonstration. En effet, s > tjA(x) si et seulement si - > Ja(x), 

c’est-à-dire il existe r < - tel que x G rA , de même tx G rtA. Comme 
rt < s, ceci revient à s > jA(tx). □ 


On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel est radiale si 0 G int a A. 
Une partie A d’un espace vectoriel est dite symétrique si —A = A. 

Pour que Ja soit finie, il suffit que pour tout x ^ 0 il existe t > 0 tel que 
tx G A. Donc si A est une partie radiale, alors jA(x) < oo pour tout x G X. 

Proposition 5.2. Si A est une partie convexe, alors Ja est convexe. 

Démonstration. Comme Ja est positivement homogène, il suffit donc 
de montrer qu’elle est sous-additive sur {Ja < +oo}. 

Soit +oo > r > 3 a{xo) + 3 a{x\). Il existe ro,n tels que r = ro + 
H, 3 a(x o) < ro et 3 a{x\) < r\. D’après la définition de la jauge, il existe 
0 < so < ro et 0 < s\ < r\ tels que xq G soA et x\ G s\A. Il s’ensuit que 
^#0 G A et j^xi G A et, d’après la convexité de A , 

Xq “h X\ So Xq ^ Si X\ ^ 

So + Si So + Si So So + Si Si ’ 

car —— -1-—— = 1. En conclusion, jA(x o + x\) < so + si < r. □ 

s 0 + si so + si 

Corollaire 5.3. Si A est une partie convexe et radiale, alors jA est 
sous-additive. 


Il est évident que A C {jA < 1}- D’autre part, 

(VIII.22) [ 0 , 1 ] A C A => {j A < 1} C cl a A. 

Effectivement, si x £ cl a A, alors en particulier il existe 5 > 0 tel que (1 — 
S)x = x—Sx £ A et comme [ 0 , 1 ] A c A, alors x £rA pour tout 0 < r < 
ainsi jA(x) > 1 . 

Nous sommes maintenant en mesure d’affronter la question de séparation 
des convexes disjoints par des formes linéaires. 

Théorème 5.4. Soit A, B deux parties convexes d’un espace vectoriel 
réel X telles que AnB = 0 et 

(VIII.23) int a (A -B)^0. 

Alors il existe une forme linéaire non nulle f telle que 

(VIII.24) su Pi4 / < inf 5 /. 

Démonstration. Comme AnB = 0, on a 0 ^ A — B et d’après 
l’hypothèse, il existe xq G X tel que — xq G int a (A — B). Par conséquent, 
0 G int a (A — B + xq) et xq £ A — B + xq. 
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Posons C = A — B + xq. Alors C est un convexe, 0 G int a C donc je 
est sous-additive et positivement homogène. Puisque a?o ^ C, en vertu de 
(VIII.22), jc{x o) > 1. Définissons sur M{a;o} la forme linéaire suivante : 

/o(fo 0 ) = 

En particulier, /o(#o) = 1 < jc(% o) et, comme / est linéaire et je est 
positivement homogène, /o < je sur M{a;o}. Donc, en vertu du théorème 
VIII.3.1 de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire / sur AT qui prolonge 
/o de telle sorte que f(x) < jc{x) pour x G X. Par conséquent, / ^ 0. Or, 
f(x o) = 1 > sup c jc > sup c / et 

sup f(x) = sup sup(/(a) - f(b) + /(x 0 )), 
æec aeA 

ce qui donne (VIII.24). □ 

L’hypothèse (VIII.23) est fondamentale. 

Proposition 5.5. Dans tout espace vectoriel de dimension infinie, il 
existe un convexe L tel que L c est convexe, cl a L — cl a L c = X, donc int a L = 
int a L c = 0. 

Démonstration. Soit X un espace vectoriel réel de dimension infinie. 
Pour simplifier la démonstration, on supposera que dimX est dénombrable 
(cette dernière hypothèse n’est pas essentielle). 

Soit ( e n ) n une base de X. Tout élément a; de AT admet une représentation 
unique 

E n{x) 

n a n e n , 

71=0 

où n(x) est le plus petit indice tel que a n = 0 si n > n{x). Définissons 

L = {x : Qt n (x) ^ fi}* 

On constate facilement que L est convexe, L c = {x : a n ( æ ) < 0} est aussi 
convexe. Pour montrer que cl a L = AT, prenons x G X \ L. Pour tout t > 0, 
le vecteur x + £e n ( æ ) +1 appartient à L, donc x G cl a L. La démonstration de 
cl a L c = X est identique. □ 

Les deux parties convexes L et L c ne peuvent pas être séparées par une 
forme linéaire non nulle. En effet, pour chaque A C AT et chaque forme 
linéaire / sur AT, on a sup^ / = sup cla A f. Donc si on avait sup^ / < inf^c / 
avec / ^ 0, alors on aurait sup^ / < oo car L c ^ 0. D’autre part, cl a L = AT, 
donc sup^ / = oo. 


Exercices 

Solutions : pages 324-329. 

(1) ★ Soit AT,y deux espaces vectoriels (sur K). Soit L une partie 
linéaire de AT x y, c’est-à-dire une relation (linéaire) entre AT et 
y. Montrer que 
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(a) pour tout partie linéaire A de X, l’image LA (de A par L) est 
linéaire, 

(b) si / : X —> Y est une application linéaire, alors f(A) est linéaire 
pour toute partie linéaire A de X, 

(c) si / : X —> Y est une application linéaire, alors f~ l (B) est 
linéaire pour toute partie linéaire B de Y. 

(2) Soit X un espace vectoriel réel, / G X * et L une partie linéaire de 
X. Montrer que si sup {f(x) : x G L} < oo, alors f(L) = {0}. 

(3) Si /,/i,...,/n £ X *, alors rifc=i^ er A c ker/ si et seulement si 
/ e vect 

(4) Si Xj est un espace vectoriel pour 1 < j < n, alors / e (Ilj=i Xj)* 
si et seulement si il existe fj G Xj telles que 

f(x 1, • • • , x n ) = fj(Xj). 

(5) Quelle est la dimension de üneN ^ ? 

(6) Soit X un espace vectoriel. Montrer que 

(a) si dimX = No alors dim(X*) > No, 

(b) si dimX > No alors dim(X) < dim(X*). 

(7) Décrire les convexes A dans R n tels que 0 ^ A et maximaux par 
rapport à l’inclusion. 

(8) Observer que dans M 2 la famille des A tels que cl a A C A, coïncide 
avec celle des fermés pour la topologie radiale (l’exercice III.34). 

(9) Soit X un espace vectoriel et xo,xi G X. Pour 0 < a < 1, soit 

x a := (1 - a) xo + xi. 

Une fonction / : X —> R := MU {—oo, +oo} est dite convexe si pour 
tous xq,xi G domf := {x G X : f(x) < oo} et 0 < a < 1, 

/ (x a ) < (1 - ûj)/(x 0 ) + af(x i); 

strictement convexe si l’inégalité dans la formule ci-dessus est stricte. 
Montrer que 

(a) si / : X —> M est convexe si et seulement si son épigraphe 
epi/ := {(a?,r) G X x M : f(x) < r} est une partie convexe, 

(b) si xq < x < x\ et / : [a?o, x\] —> M est convexe, alors 
/( x) - f (xp) < f(xi) -f(x 0 ) < f(xi)-f(x) 

X — Xq — X\ — Xq ~ X\ — X 

(c) une fonction convexe sur un intervalle ouvert est continue, 

4. Hors programme. On peut généraliser les raisonnements utilisés pour la question 
précédente, mais ils requièrent des connaissances plus avancées (c.f. l’annexe A). 
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(d) une fonction dérivable / est convexe si et seulement si f est 
croissante, 

(e) / G C l est convexe si et seulement si pour tous 

f(w) - f(v) > f(v)(w - v), 

strictement convexe si et seulement si pour tous v ^ w ) 
l’inégalité dans la formule ci-dessus est stricte, 

(f) / G C 2 est convexe si et seulement si /" est positive, 

(g) la fonction exp : M —> M est strictement convexe. 

(10) (Inégalité de Young) Deux nombres réels p,q> 1 sont dits conjugués 
si p + q = pq. Montrer que si a, 6 G M+ et p ) q sont conjugués, alors 

aP b q 

(VIII.25) ab < -1-, 

p q 

avec égalité si et seulement si aP = b q . 




CHAPITRE IX 


Espaces vectoriels normés 


L’analyse fonctionnelle naît au début du vingtième siècle à partir des 
méthodes abstraites introduites en théorie des équations intégrales par Ivar 
Fredholm (1866-1927) et Vito Volterra (1860-1940) et développées par David 
Hilbert et son école dans les années suivantes. L’apport de Jacques Hadamard 
(1865-1963) vient de son approche du calcul des variations ^. L’année 1907 
apporte les publications de Frigyes Riesz sur les espaces des suites carré- 
sommables I 2 et les espaces L2([0,27r]) de Ernst S. Fischer (1875-1954) sur 
les coefficients de Fourier abstraits et de Maurice Fréchet sur les aspects 
métriques des espaces fonctionnels. 



Figure IX. 1. David Hilbert (1862-1943), Hugo Steinhaus (1887- 
1972) et Stefan Banach (1892-1945). 


En 1932 paraissent deux livres fondamentaux : Théorie des opérations li¬ 
néaires de Stefan Banach couronne une décennie des travaux de Y Ecole polo¬ 
naise en analyse fonctionnelle (autour de Hugo Steinhaus) et Fondements 
mathématiques de la mécanique quantique de John von Neumann (1903-1957) 
qui contribuera beaucoup à la diffusion des idées de l’analyse fonctionnelle. 

L’étape suivante du développement de l’analyse fonctionnelle (qui dépasse 
l’objet de ce cours) est l’apparition en 1935, de façon indépendante dans des 
œuvres de Von Neumann et de Andrey N. Kolmogorov (1903-1987), des es¬ 
paces vectoriels topologiques, c’est-à-dire des espaces vectoriels munis des 


1. Hadamard, ainsi que son élève Déchet et Émile Borel voient en Volterra le père de 
l’analyse fonctionnelle. 

2. Le nom espaces de Banach fut proposé par Maurice Déchet. 





152 


ANALYSE FONDAMENTALE 


topologies (en général non métrisables), pour lesquelles les opérations li¬ 
néaires sont continues. L’espace des distributions de Laurent Schwartz en 
est un éminent exemple. 

Et ce n’est pas fini. Naissent les espaces vectoriels de convergence jouis¬ 
sant d’une stabilité structurelle qui faisait défaut aux espaces vectoriels 
topologiques (c/., [3]). 


1. Espaces normés 

Soit X un espace vectoriel sur un corps commutatif K valué, c’est-à-dire 
muni d’un module |*|. Le module définit une norme d(r, s) := \r — s\ sur 
K. Nous allons considérer les deux cas les plus communs, à savoir K = R 
et K = C. Dans ces deux cas, le corps valué constitue un espace métrique 
complet. 

Une fonction ||*|| : X —> M+ est dite une norme si pour tous a?,a?o, x\ £ X 
et A G K 

(i) INI = 0 =4» x = 0, 

(ii) ||Aæ|| = |A| ||æ||, 

(üi) Iko + ®i|| < IM + IM| • 

Autrement dit, toute norme est positivement homogène , c’est-à-dire véri¬ 
fie (ii) et satisfait l’inégalité triangulaire (iii). Un espace vectoriel muni d’une 
norme est dit normé. 

Si ||*|| est une norme sur X , alors la fonction d : X x X —> R+ définie 
par 

d(x,y) := ||x-j/|| 

est une métrique. La métrique provenant d’une norme est invariante par 
translation et par homothétie , c’est-à-dire 

d(x + à, y + h) = d(x , y) et d(\x, Xy) = |À| d(x , y) 

pour tous x y y, h £ X et À G K. Ceci implique que, dans un espace normé, 
pour tout x G X et r >0, la boule de rayon r autour de x vérifie 

B(xy r) = x + i?(0, r) = x + rB( 0,1). 

Dans un espace normé la boule B(x y r) est convexe pour tout x G X et r > 0 
(Voir l’exercice 2). Bien entendu, pour toute partie A non vide de X y 

B(Ay r)=A + B( 0, r) = A + rB( 0,1). 

Ainsi, compte tenu de l’exercice 11.17, pour toute partie non vide 

(IX.1) cM = n r>o (A + £(0,r)). 


3. Il existe une convergence vectorielle, mais en général pas de topologie vectorielle, la 
moins fine sur l’espace dual, pour laquelle le couplage canonique est continu. 
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Puisque toute métrique est une fonction continue^, la norme \\x\\ = 
d(x , 0) est continue. 

Proposition 1.1. Dans un espace normé (X, ||-||) sur K, l’addition + : 
X x X X et la multiplication • : X x K —y X sont continues. 

Démonstration. Si (( x n , y n ))n converge vers (x, y ), alors ( x n ) n converge 
vers x et ( y n ) n converge vers y. Ainsi 

d(x + y,x n + y n ) = \\x + y - (x n + y n )\\ 

= \\(x-x n ) + (?/-2/ n )Il < d(x,x n ) +d(2/,2/n), 

donc lim n _^oo(x n + 2/n) = x-\-y. Si lim n -Kx) A n = A et lim n ->cx) = x, alors, 
en particulier, {||a? n || : n G N} est bornée et 

Il A® — An#n|| 

= ||Ax XXfi + A Xji + An^nll 
— M II 2 ' — ^nll + |A — A n | ||^n|| > 

donc lim n ->oo X n x n = Ax. □ 

Exemple 1.2. Pour tout n G Ni, l’espace euclidien M n peut être muni 
de chacune des normes |H| 2 > IMIi » IHloo ( vo ^ r l’exercice 11.5)^. D’après 
(11.20), 

^ ll*lli < II^IU < ll®ll 2 < ll^lli 

pour tout x G R n . 

Soit X un espace vectoriel et \\-\\^, ||-||j deux normes sur X. On dit que 
ces normes sont équivalentes s’il existe deux constantes strictement positives 
a, b telles que pour tout x G X> 

alMIf < IMIj <&Nlf 

Bien entendu, a <b. Comme le nom suggère, cette relation est une relation 
d’équivalence. D’après l’exercice II.5, les trois normes de l’exemple 1.2 sont 
équivalentes. 

Deux normes s’appellent topologiquement équivalentes si les topologies 
engendrées par les métriques correspondantes coïncident. 

Voici d’autres exemples fondamentaux d’espaces normés. 

Exemple 1.3. Pour 1 < p < 00 , l’espace vectoriel l p des suites x de 
scalaires telles que 

Mp := (E„ €N i x ( n )i p ) p <oo « 


4. La métrique est continue jointement. Cependant il suffit utiliser ici la continuité 
séparée en une variable. 

5. Ainsi que C n avec les mêmes normes. 
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est muni de la norme ||-|| . Si p= 1, alors 

ll* + vlll = S«gNl*( n ) + ^ n )l 

- S n6N (l X ( n )l + M n )D - H*Hl + IMIl > 

donc || *|| j est une norme. Pour 1 < p < oo, l’inégalité (D.6) de Minkowski 
de l’annexe D montre que \\-\\ p est une norme 

Exemple 1.4. L’espace vectoriel Zoo des suites bornées x de scalaires 
telles que 

IMIoo := sup {|æ(n)| : n G N} < oo, 
est muni de la norme U'U^. Effectivement, 

lk + 2/lloo = sup{|x(n)+ÿ(n)| :neN} 

< sup {|®(n)| : n G N} + sup {|y(n)| : n G N} = H,*, + WyW^ . 

Le sous-espace vectoriel de Zqq consistant des suites convergentes est noté c. 
On note co son sous-espace composé des suites convergentes vers 0. 

Une suite (e n ) n d’un espace normé (séparable) X s’appelle une base de 
Schauder si tout x £ X admet une unique représentation 

x — \ ^ otfi(pc) e>iiy 

c’est-à-dire pour tout x £ X, il existe une unique suite de scalaires ( a n (x)) n 
telle que x = lim^v-Kx) J2n =1 a n( x ) e n - ^Appelons a n (x) le n-ième coefficient 
de x par rapport à la base de Schauder (e n ) n . 

Exemple 1.5. La suite (e^)^ de l\ définie par^ ek(n) := 5 JJ est une 
base de Schauder de l\. Si x £ Zi, alors x(n) est le n-ième coefficient de x 
par rapport à cette base. En effet, 

0 < limiv->oo x - Y' 1 * x(n) e n 

* •*n=l j 

E oo 

n=N+l = °’ 

car la série Yl™ \ x i n )\ est convergente. Si x £ l\ et x = a n e n , alors 

E n 

(x(n) - a n )e n 
n =1 j 

pour tout k < N et lim^v-Kx) \ x ( n ) ~ a n\ = 0, ce qui prouve l’unicité. 

6. Il existe des espaces séparables de Banach sans bases de Schauder. Ce fait fut prouvé 
en 1972 par Per Enflo (né en 1944) comme réponse à un problème formulé par Stanislaw 
Mazur (1905-1981) en 1936. 

7. Le symbole de Kronecker := 1 si n = k et := 0 si n ^ k. 
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Exemple 1.6. La suite ( ek)k est aussi une base de Schauder dans co, 
car définissant pour y £ cq le n-ième coefficient par y (ri), 

y ~ Y" . y(n)e n = sup {|y(n)| : n > N} 

oo 

converge vers 0. Effectivement, lim^oo y(n) = 0 et si y = a n e n > alors 

E n 

. (y( n ) - <*n) e n - sup |j/(n) - a„| 

n=1 oo n<N 

pour k < N. Cette expression tend vers 0 avec N , car les deux sommes 
partielles tendent vers y , d’où l’unicité. 

Exemple 1.7. La suite ( e n ) n (définie par e n (k) := 5JJ) est une base de 
Schauder dans l p pour 1 < p < oo. Effectivement, tout x G l p est la limite 
lim^v-Kx) J2n=i x ( n ) e n on ||*|| p est la représentation x = J2™=i x ( n ) e n est 
unique. 

2. Applications et formes linéaires continues 

La classe la plus importante des applications entre les espaces normés est, 
naturellement, celle des applications linéaires continues, car elles préservent 
à la fois les opérations linéaires et les invariants topologiques. 

Deux espaces normés X et Y sont dits isomorphes ( linéairement homéo- 
morphes ), ce qu’on désigne par 

s’il existe une application bijective, linéaire et continue h : X —ïY telle que 
h -1 : Y —» X est continue. Une telle application est appelée isomorphisme 
(homéomorphisme linéaire). 

Si X et Y sont deux espaces normés sur le même corps, alors l’espace 
vectoriel des applications linéaires continues est noté L C (X, Y). Nous avons 
vu que l’espace des applications linéaires L(X,Y) est un espace vectoriel. 
Puisque la somme de deux applications continues est continue et le produit 
d’une application continue par un scalaire est continue, L C (X, Y) est un 
sous-espace vectoriel de L(X, Y). On vérifie facilement (l’exercice 5) que 

(IX.2) ||/||:=supJifflJi 

x^O \\ x \\ 

est une norme sur L C (X, Y). Il est immédiat que 

(IX.3) II/II=*UP{II/(*)I|: W<1}- 

L’ensemble des formes linéaires continues sur un espace normé X s’ap¬ 
pelle le dual (topologique) de X et est souvent noté X f au lieu de L C (X,K). 
Bien entendu, X' est un sous-espace vectoriel de X*. 

Proposition 2.1. Toute application linéaire continue en 0 est lipschit- 
zienne , donc continue. 
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Démonstration. En effet, si f £ L(X, Y) et / est continue en 0, alors 
en particulier, d’après (II.11) avec e := 1, il existe S > 0 tel que 

(IX.4) sup{||/(®)|| : ||æ|| <$}< 1. 

En posant x := ôv nous obtenons sup {\\f{Sv)\\ : ||<H| < S} <lœ qui revient 
à sup {5 ||/(^)|| : 5|M| < 6} < 1, parce que / est linéaire et la norme est po¬ 
sitivement homogène. Ainsi sup {||/(v)|| : |M| < 1} < ^ d’après la continuité 
de la norme. Si ||a?|| = 1, alors 

(IX.5) ||/(*)|| < JlMI- 

Comme pour tout x £ X, il existe v £ X et À £ K tels que x = Xv et 
||v|| = 1, l’inégalité (IX.5) est valable pour tout x £ X à, cause de la positive 
homogénéité de la norme. Par conséquent, 

11/0*0 - /(®o)ll = ||/(® - *o)ll < 1||* - ®dII 

pour tous x et xo dans X. □ 

Exemple 2.2 (forme linéaire discontinue). Soit X le sous-espace de 
(exemple 1.4) consistant des suites x : N —> R pour lesquelles il existe n(x) £ 
N tel que x(n) = 0 pour n > n(x). 

Bien entendu, ||æ||oo = max{|a;(n)| : n £ N}. L’ensemble 

E := {e n : n £ N} , 

où e n (k) := 5^, est une base de Hamel de X. On définit f(e n ) := n, ce 
qui détermine une forme linéaire sur X. Bien sûr, lim^oo ^ e n = 0, mais 
lim^oo f(^e n ) = 1 pour tout n, tandis que /(O) = 0. 

Une partie D d’un espace normé X est dite bornée s’il existe r > 0 tel 
que D C J3 r (0). Soit X y Y deux espaces normés. Une application linéaire 
/ : X Y est dite bornée si sup{||/(a;)|| : x £ D} < oo pour toute partie 
bornée D de X. 

Proposition 2.3. Une application linéaire est continue si et seulement 
si elle est bornée. 

Démonstration. Si f £ L c (X y Y) y alors en particulier, / est continue 
en 0, donc vérifie (IX.4). Si D est une partie bornée, alors il existe r > 0 tel 
que D C B r ( 0). Or, sup{||/(a;)|| : \\x\\ < r} < | grâce à la linéarité de /. En 
effet, si ||æ|| < r alors ||£a:|| < ô, donc f- ||/(x)|| = ||/( 7 ®)|| < 1. 

Réciproquement, si f £ L(X y Y) est bornée, alors ||/|| < oo. En consé¬ 
quence, si e > 0 et ||x|| < 5 := alors ||/(a:)|| < £, ce qui prouve la 
continuité de / en 0, donc partout grâce à la proposition 2.1. □ 

Si f £ X f y alors bien évidemment son noyau / -1 (0) est un sous-espace 
vectoriel fermé. Si / ^ 0, alors / -1 (0) est hyperplan (fermé). 

Proposition 2.4. Un hyperplan dans un espace normé est fermé ou 
dense. 
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Démonstration. Si H est un hyperplan de X qui n’est pas fermé, 
alors cl H est un sous-espace vectoriel de X et cl H \ H ^ 0 et puisque la 
codimension de H est 1, celle de cl if est 0, donc cl H = X. □ 

Proposition 2.5. Une forme linéaire est continue si et seulement son 
noyau est fermé 

Démonstration. Soit / G X*. Si / est continue, alors / -1 (0) est fermé 
comme l’image réciproque d’un fermé. Si / n’est pas continue, alors elle n’est 
pas bornée, c’est-à-dire il existe une suite ( x n ) n telle que ||x n || = 1 et f(x n ) = 
n pour tout n, en particulier, x\ £ / _1 ( 0). Ainsi X = / _1 ( 0)0 Kaq, donc 
pour tout n, il existe h n G / -1 (0) et un scalaire A n tels que x n = h n + A n aq. 
Il s’ensuit que n = f(x n ) = A n , et par conséquent 

#1 ~ ~n^ n + n Xn * 

Ainsi lim n _ >00 (— ^h n ) = aq, ce qui veut dire que x\ G cl/ -1 (0) \ / _1 (0). □ 

Comme une conséquence de la définition, 

Proposition 2.6. Si ( e n ) n est une base de Schauder de X et f G X', 
alors pour tout xGl, 

E oo 

„ ,«n(®)/(en). 

n= 1 

Autrement dit, toute forme linéaire continue sur un espace normé 
séparable ayant une base de Schauder est déterminée par ses valeurs sur 
les éléments de cette base^ 9 ). 

3. Conséquences du théorème de Hahn-Banach 

Une conséquence immédiate du théorème VIII.3.4 de Hahn-Banach dans 
le cadre des espaces normés est 

Théorème 3.1 (Hahn-Banach). Soit X un espace normé (réel ou com¬ 
plexe). Si Xq est un sous-espace vectoriel de X et fo G X' 0 , alors il existe 
f G X f telle que ||/|| = ||/o|| et f(x) = fo(x) pour tout x G Xq. 

Corollaire 3.2. Si X est un espace normé , alors pour tout a:GX, 

INI = max {|/(x)| : f eX 1 et ||/|| < 1} . 


8. On peut prouver cette proposition d’une autre façon (en utilisant les espaces quo¬ 
tient) : si / -1 (0) est fermé, alors X/f~ 1 ( 0) avec la norme-quotient, est un espace normé 
de dimension 1. On définit une forme linéaire ip sur X/f~ 1 ( 0) par <p(x + / -1 (0)) := f(x). 
La définition n’est pas ambiguë, car x + f~ 1 ( 0) est équivalent à,y + f~ 1 ( 0) si et seulement 
si f(x) = f(y). La forme <p est continue, en tant qu’une forme linéaire sur un espace 
de dimension finie. Donc / = <p o Q est continue comme une composition d’applications 
continues. 

9. Rappelons que toute forme linéaire sur un espace vectoriel est déterminée par ses 
valeurs sur une base de Hamel. 
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Démonstration. Soit x G X. Si / G X' et ||/|| < 1, alors \f(x)\ < \\x\\. 
Si x = 0, alors le maximum est atteint pour chaque / G X f . 

Si x 7 ^ 0, alors soit Xq := Kx et /o(Aæ) := A||x|| pour tout A G K. Alors 
fo(x) = ||x|| et ||/o|| = 1. D’après le théorème 3.1 de Hahn-Banach, il existe 
/ G X' avec ||/|| = ||/o|| = 1 et telle que /( Xx) = /o(Aæ) pour tout A G K, 
donc ||æ|| = \f{x)\. □ 

Corollaire 3.3. Si X est un espace normé, alors pour tout x G X, il 
existe f G X' telle que ||/|| = 1 et ||x|| = \f(x)\. 

Proposition 3.4. Soit X un espace réel normé. Si A est une partie 
convexe fermée non vide de X et x £ A, alors il existe f G X' telle que 

f(x) > sup^ /. 

Démonstration. Puisque A est fermé et x fi A, alors il existe r > 0 tel 
que B(x , r) fl A = 0. Puisque B(x, r) est convexe et ouvert, ainsi B(x, r) — A 
est ouvert non vide, et a fortiori 

int a (J5(x,r) - A) ^ 0 . 

Selon le théorème VIII.5.4, il existe une forme linéaire / sur X telle que 
-00 < sup^ / < inf B ( Xi r) f < f(x). Par conséquent, sup îü6B(a , )r) \f(w)\ < oo, 
c’est-à-dire / est bornée, donc continue. □ 

On appelle semi-espace ouvert (fermé) une partie d’un espace normé 
X de la forme {x G X : f(x) < r} (respectivement, {x G X : f(x) < r}), où 
0^/GA'etrGR. 

Tout convexe fermé strictement inclus dans un espace réel normé est 
l’intersection de semi-espaces fermés. 

Corollaire 3.5. Tout convexe fermé strictement inclus dans un espace 
réel normé est Vintersection de semi-espaces ouverts. 

Laissons les démonstrations de ces deux corollaires comme exercice. 

4. Espaces normés de dimension finie 

Ils s’avère que tout espace normé de dimension finie est linéairement 
homéomorphe à un produit fini des copies de son corps valué K des scalaires, 
c’est-à-dire normé par son module. Nous étudions les deux cas, réel (K = R) 
et complexe (K = C). Munis de la norme associée au produit scalaire, W 1 
est dit espace euclidien et C n est dit espace hermitien. 

Proposition 4.1. Un espace vectoriel (sur K) normé est de dimension 
finie n si et seulement s y il est linéairement homéomorphe à K n . 

Démonstration. Soit X un espace normé (sur K) de dimension vec¬ 
torielle n G N et soit {fci, 62 , • • •, bn} une base de Hamel de X. L’application 
h : K n —> X définie par 

h (ai, a2,..., a n ) \= > i ajbj, 
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est linéaire, bijective et continue. Effectivement, la linéarité vient de la défini¬ 
tion, Pinjectivité de Pindépendance linéaire de {61 , ..., b n } , la surjectivité 

de sa maximalité et la continuité est une conséquence de la continuité des 
opérations algébriques établie dans la proposition 1.1. Montrons que h ~ 1 est 
continue. 

Si ce n’est pas le cas, alors il existe une suite ( Xk )*. d’éléments de X et 
S > 0 tels que lim^oo Xk = 0 et ||/i“ 1 (xfc)|| > S pour tout k G N. Posons 


Vk := ÜT= 


h 1 {x k ) 


Uh-K^W 

Puisque {y G K n : ||?/|| == 1} est compact, il existe une suite strictement crois- 
santé (k m ) m et y œ = (a? 0 , af, a£°) e K n tels que lim m ^oo y km = Voo et 
hooW = 1. Or, 


h te) = üh =I 


Xk 


\\h-Hx k )\\' 

ainsi \\h(yk)\\ < g ||xa;|| et, par conséquent, lim*-*» h (y k ) = 0 . 
Comme h est continue, 0 = h (y QQ ) = donc 

a5° = a§° = ... = a~ = 0, 


car { 6 i, 62 , • • •, b n } est une base, d’où une contradiction. 


□ 


Corollaire 4.2. Les normes topologiquement équivalentes sur un espace 
de dimension finie sont équivalentes. 


Proposition 4.3. Un espace normé est localement compact si et seule¬ 
ment s ’il est de dimension finie. 

Démonstration. Bien sûr, un espace de dimension finie est localement 
compact, car homéomorphe à un produit fini d’espaces localement compacts. 

Soit X un espace normé et soit B- (0,1) = {x G X ■■ 11*11 < 1 } compacte. 
Montrons qu’il existe n G N et / 1 , / 2 ,..., f n El' tels que fi(x) = f 2 (x) = 
• • • = fn(x) = 0 entraîne x = 0 pour tout x G X. 

Supposons qu’au contraire, pour toute partie finie Y de X\ 

est non vide. La famille S := {5y : Y C X', card Y < 00 } est composée de 
parties fermées non vides du compact {x G X : ||x|| = 1} et toute intersection 
finie d’éléments de S est dans S. En vertu du théorème V. 2.1 de Cantor, 
C\seS & 7 ^ c’est-à-dire il existe x G X tel que ||x|| = 1 et f(x) = 0 pour 
tout / G X*, contrairement au corollaire 3.3. 

Ainsi l’application linéaire continue F : X —> K n définie par 

F( x ) ’■= (/lO). /2O), • • • , fn(x)) , 

est injective, donc dimX <n. □ 

Proposition 4.4. Toute application linéaire sur un espace normé de 
dimension finie est continue. 



160 


ANALYSE FONDAMENTALE 


Démonstration. Puisque tout espace normé de dimension finie est 
isomorphe à un espace euclidien ou hermitien, on considère une applica¬ 
tion linéaire / : K n — > Y, où (Y, ||-||) est un espace normé. Observons que 
sup{||/(x)|| : max^ =1 \xj\ < l} est atteint (sur un des sommets du cube de 
dimension n), donc / est bornée et, par conséquent, continue. □ 

Le corollaire VIII.2.3 dit que si dimX < oo alors X est linéairement iso¬ 
morphe à X* donc à X f en vertu de la proposition 4.4. La même proposition 
nous assure que tout isomorphisme linéaire est continu. Ainsi 

Proposition 4.5. Le dual topologique X f d’un espace normé de dimen¬ 
sion finie X est linéairement homéomorphe à X. 

5. Duaux des espaces des suites 

Nous montrerons maintenant que les espaces spéciaux mentionnés dans 
des exemples (co et l p avec 1 < p < oo) sont effectivement des espaces 
normés et nous caractériserons leurs espaces duaux topologiques, c’est-à-dire 
les espaces de leurs formes linéaires continues. Nous verrons que 

(co)'*lu (hï^loo, 

p + q=pq=ï ( l P Y « l g 

pour 1 < Pi q < oo. 

Si x,y G K N , alors notons 

(IX.6) (x, y) := x{n) y(n), 

pourvu que la série soit convergente. 

Proposition 5.1. Si x G h et y G Zoo, alors 

(IX.7) l(*.v)l < IMIi llvlloo - 

DÉMONSTRATION. L’inégalité triangulaire dans K entraîne 

ce qu’il fallait démontrer. □ 

Proposition 5.2. / G (Zi)' si et seulement s’il existe y G Zoo tel que 
(IX.8) f(x) = (x,y) 

pour tout xek. En plus, ||/|| = 

Démonstration. Si y G Zoo, alors / définie par (IX.8) est, bien entendu, 
une forme linéaire et, compte tenu de (IX.7), continue avec ||/|| < llylloo- 
Observons qu’en particulier 

(IX.9) f(e n ) = (e n ,y) = y(n), 
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où e n G K N est définie par e n (k) := 5 £ pour tous n, k G N. Comme HenHj = 1 
pour tout n, 

ll/ll >sup{|/(e n )| : n G N} 

= sup {\y(n)\ : n G N} = ||y|| TO , 

donc \\f\\ = llî/H^. 

Réciproquement, si / G (Zi)', alors on définit y G K N par (IX.9), c’est-à- 
dire y(n) := f(e n ) pour tout n G N, ce qui revient à (IX.8). Ainsi \y(n)\ < 
ll/ll ll e n|li = ll/ll, donc Hî/ll^ = ||/|| < oo et par conséquent y G Zoo- □ 

Observons que 

Moo < Hl 

pour tout élément a: G Ij. De surcroît, si x G Zi, alors la suite ( x(n)) n est 
convergente. Donc 

h (Z c (Z Zqo • 


Proposition 5.3. / G (co)' si et seulement s’il existe x Eli tel que 
(IX.10) /(») = (*,») 

pour tout y G l\. En plus , ||/|| = ll^lli- 


Démonstration. D’après (IX.7), pour tout x G Zi la forme définie par 
(IX.10) est linéaire et continue sur l^ et ||/|| < Wx^. En conséquence, la 
restriction de / sur co est linéaire et continue. 

Si maintenant / G (co)', alors on définit x G K N par x(n) := /(e n ), 
où e n G co est donné par e n (k) := pour tous n, k G N, ce qui revient à 
(IX.10). Nous allons montrer que x G l \ et ||/|| = ||æ||i* Pour tout A: G N, 
soit 



sgnx(n), si n < fc, 
0 , si n > fc. 


En particulier, lim^oo y^ (n) = 0, c’est-à-dire ?/& £ co- D’autre part, pour 

tout k, ou llî/fclloo = 1 ou bien HyfclL = 0. Ainsi f(y k ) = En=i l*(»)l et . P ar 
conséquent, 


> sup fe6N \f(y k )\ = sup fceN |®(n)| = Hj, 


et ainsi x G l\. Or en raison de (IX.7), ||/|| < ||a ;|| l9 ce qui prouve l’égalité. 

□ 


Bien entendu, tout élément de l\ définit une forme linéaire continue sur 
Zoo moyennant (IX. 6 ), mais il y a les éléments de Z^ qui ne sont pas de 
cette forme (l’exemple D.5.5). On verra dans le corollaire D.5.4 que le dual 
Zqo est isométriquement isomorphe à l’espace M(N) des mesures additives à 
variation bornée sur N avec la norme (D.24). 

Proposition 5.4. Si 1 < p < oo et p, q sont conjugués, alors ( l v )' « l q . 
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Démonstration. Nous avons déjà observé que tout élément y de l q 
définit une forme linéaire continue sur l p moyennant 

f(x) := {x,y). 

Réciproquement, si / € ( l p )', alors on définit y € l q par y(n) := f(e n ), ce 
qui coïncide avec la définition ci-dessus. En effet, 

/(*) = /(XT, x ( n ) e n) = Xl°, x ( n )y( n ) = ( x >y ) • 

*—^n=l * — 'n=l 

Compte tenu de l’inégalité (D.5) de Hôlder de l’annexe D, ||/|| < \\v\\ q - Le 
corollaire 2.2 de l’annexe D montre que \\y\\ q < ||/|| . □ 

6. Espaces de Banach 

Un espace normé complet s’appelle espace de Banach. 

Tous les espaces vectoriels que nous considérons, sont définis sur R ou 
sur C. Le module |-| constitue une norme sur le corps R et C en les rendant 
complets. Par conséquent, 

Exemple 6.1. Les produits R n et C n avec la norme ||*|| 2 sont des espaces 
de Banach, en tant que produits finis des espaces complets. 

D’après l’exercice 13.c, 

Exemple 6.2. L’espace c* des suites finies (réelles ou complexes) avec 
la norme \\-\Iqq n’est pas un espace de Banach, car il est n’est pas fermé dans 
co qui est complet pour {{•\\ OQ . 

Proposition 6.3. Un espace normé isomorphe à un espace de Banach 
est de Banach. 

Démonstration. Soit (X ) ||*|| x ) un espace de Banach, (Y,||-||y) un 
espace normé et h : X —> Y est un isomorphisme. Si ( y n ) n est une suite 
de Cauchy, alors ( h~ 1 (y n )) n est de Cauchy, car 

\\yn-ym\\ ||/l _1 || > ||fr _1 (yn)-/l _1 (ym)||- 

Comme (X, ||*||x) il existe x G X tel que x = lim^oo h~ l {y n ) i donc h(x) = 
lim^oo y n) ce qui prouve la complétude de ( Y , ||-||y). □ 

D’après la proposition 4.1, un espace de dimension finie sur un corps 
complet K est isomorphe à K n qui complet (en tant que produit fini d’espaces 
complets). Selon la proposition 6.3, 

Corollaire 6.4. Tout espace normé de dimension finie est de Banach. 

Tous les espaces des exemples de la section précédente sont de Banach. 
Nous allons démontrer la complétude des certains de ces cas. 

Lemme 6.5. Soit ( f n ) n une suite dans X ' et soit f : X —> K définie 
par f(x) := lim n _>oo fn(x) pour tout x £ X. Alors f est une forme linéaire 
sur X. 
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Démonstration. Soit xq, x\ e X, ao, ai deux scalaires et £ > 0. D’après 
l’hypothèse, il existe n tel que |/(aoa:o + aiaq) — fn((*oxo + aiXi)| < f ainsi 
que |a 0 | |/ n (a:o) - f(xo) | < f et |ai| |/„(a:i) - f(x x )| < f. 

En conséquence, 

|/(a 0 a;o + aiXi) - a 0 /(x 0 ) - ai/(xi)| 

< |/(aoa;o + aixi) - /„(a 0 a:o + aixi)| 

+ |/n(<*0*0 + OliXi ) - a 0 fn ( x 0 ) - ai/ n (xi)| 

+ |<*o/n(*o) + &lfn(xi) ~ aof(xo) - ai/(x X )| 

< |/(aoxo + aixi) - /„(a 0 a:o + aia:i)| 

+ |ûro| |/n(^o) - /(æo)| + |ai| |/n(a;i) - /(xi)| 

< e. 

□ 

Proposition 6.6. Si ( X , || • ||) est un espace normé, alors X' muni de 
(IX.3) est un espace de Banach. 

Démonstration. Soit (fk)k une suite de Cauchy dans X', c’est-àrdire 
pour tout e > 0 il existe k e 6 tel que 

(IX.11) Il A - flWoo = SU P {|A(*) - /»(*) I : 11*11 = 1} < « 

pour fc, l > k £ . Par conséquent, pour tout x tel que ||æ|| = 1, la suite ( fk(%))k 
est de Cauchy. Soit foo(x) sa limite. En appliquant lim/-^ à (IX.ll), on 
obtient 

IIA - Aolloo = sup{|/ fe (x) - Ao(®)| : ||*ll = 1 } < ^ 
pour tout k > k £) ce qui veut dire que (fk)k converge vers /oo- Donc 

||/||<||A-/ll + IIAII<oo. 

D’après le lemme 6.5, / est linéaire, et étant bornée, / G X'. □ 

Proposition 6.7. Les espaces l p avec 1 < p < oo et les espaces c et co 
sont de Banach. 

Démonstration. En effet, /oo « (/i)', h « (co)' et l p « (l q y pour 
0 < p < oo et p + q = pq. Les espaces c et co sont fermés dans /qo- □ 

7. Applications ouvertes et du graphe fermé 

Rappelons (l’exercice III.30) qu’une application entre deux espaces mét¬ 
riques (ou topologiques) s’appelle ouverte si l’image de toute partie ouverte 
est ouverte. 

Il se trouve qu’une application linéaire entre deux espaces normés est 
ouverte si et seulement si elle est ouverte en 0. Plus précisément, 

Proposition 7.1. Une application linéaire f : X -> Y est ouverte si et 
seulement s ’il existe r > 0 tel que 

(IX. 12) f(B(0,l))DB(0,r). 



164 


ANALYSE FONDAMENTALE 


Démonstration. Si / est ouverte, alors 0 G / (13(0,1)) et / (13(0,1)) 
est un ouvert, donc un voisinage de 0. Il s’ensuit qu’il existe r > 0 tel que 
(IX.12). 

Réciproquement, si / est une application linéaire vérifiant (IX. 12) pour 
un r > 0, alors pour tout t > 0, 

(IX.13) f(B(0,t))DB(0,rt). 

Soit O une partie ouverte de X et y G / (O), alors il existe x G O tel que 
f(x) = y et, par conséquent, il existe £ > 0 tel que x + B(0, t) = B{x, t) C O. 
Ainsi, en raison de (IX. 13), 

f(x) + B{ 0, rt) C f{x) + f (B( 0, t)) C /(O), 

donc y = /(x) G int/(0). Nous pouvons conclure que /(O) est ouverte. □ 

Proposition 7.2. Une application linéaire f : X Y est ouverte si et 
seulement s ’ïl existe O 0 tel que, pour tout y G Y, 

(IX. 14) inf {||a:|| : f(x) =y}< c||y||. 

Démonstration. Nous verrons que (IX. 14) est équivalente à (IX. 12) 
avec r = Supposons que (IX. 14) pour tous y G Y et r = ^. Si y G B( 0, r), 
c’est-à-dire c ||î/|| < 1, alors compte tenu de (IX.14), il existe x G f~ l (y) avec 
||x|| < 1, donc (IX.12). 

Réciproquement, si (IX.12) et y € Y et si c\\y\\ < t , alors \\y\\ < rt 
et, en raison de (IX.13), il existe x G f~ l {y) tel que ||x|| < t , c’est-à-dire 
inf {||x|| : f(x) =y} <t, ce qui prouve (IX.14). □ 

La borne inférieure de c qui vérifient (IX.14) est appelée la constante de 
Banach de /. Bien sûr, si / est bijective, alors ||/ _1 || est la norme de la 
fonction f~ l réciproque de /. 

Il s’avère qu’une application linéaire du graphe fermé entre deux espaces 
de Banach est ouverte pourvu qu’elle soit surjective. Ce fait découle du 
théorème 7.3 de Banach et du théorème 7.6 du graphe fermé. 

Théorème 7.3 (d’homomorphisme de Banach). Si X,Y sont deux 
espaces de Banach, f : X —► Y est linéaire, continue et 

f(X) = Y, 

alors f est ouverte. 

Démonstration. Notons B := J5(0,1) la boule de rayon 1 autour de 
0. Puisque / est surjective, 

y c nx) = /(U„ eN »s) - c LU»“/(*> c ^ 

Comme Y est un espace complet et ncl/(J5) est fermé pour tout n, d’après 
le corollaire VI.4.2 de Baire, il existe n tel que int(ncl/(J5)) ^ 0, donc 
int(cl/(J5)) ^ 0. En conséquence, il existe y et r > 0 tel que 

B(y,r) C cl f (B). 
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Puisque B = -B , aussi cl/(J5) = -cl/(J3), donc B(-y,r) C cl/(J3). 
Or comme B est convexe, cl/(J5) est également convexe, et c’est pourquoi 
i?(0, r) = \B(—y,r) + ^B(y,r) C cl/(J5), autrement dit, il existe r > 0 tel 
que 

(IX. 15) cl/(J5(0,1)) D 13(0,7*). 

L’inclusion ci-dessus ressemble beaucoup à (IX. 12), excepté la fermeture 
qui n’apparaît pas dans l’inclusion précédente. Notre tâche consistera main¬ 
tenant à nous débarrasser de cette fermeture. Plus précisément, nous allons 
prouver que /(6(0,1) D J5(0, t) pour tout 0 < t < r. 

Abrégeons W := 6(0,r) et revenons à B := 13(0,1). Alors (IX.15), 
compte tenu de (IX. 1), entraîne 

(IX. 16) Wcf(B) + eW 

pour tout € > 0. Soit s > 1 et soit ( s n ) n une suite de réels positifs telle que 
so = 1 et s n < s • N découle de (IX. 16) que, pour tout n G N, 

s n w C f(s n B) + Sn + iW . 

D’après (IX. 16), si yo G W , alors il existe xq G 6 et y\ G s\W tels que 
2/o = /(æo) + 1 / 1 . 

Par récurrence, il existe deux suites ( x n ) n , (y n )n telles que 
2/0 = 2/> 2/n G s n W , x n G s n B 
et y n = f{x n ) + 2/n+i- Ain si lim n _>oo 2/n = 0 et 

yo = YT k=0 /(**)+ yn+ 1- 

La série X^üo x rc es ^ de Cauchy, donc convergente, car X est complet, et 
Y^Lo x n € 5 6 et comme / est continue, ?/o = o x n)- Par conséquent, 

W C sf(B) pour tout s > 1, donc 

/(5(0,1))D5(0,Î). 

□ 

Corollaire 7.4. X, y sont deux espaces de Banach, f : X Y 
est une application linéaire, continue et bijective, alors f~ l est linéaire et 
continue. 

Corollaire 7.5. Soit ||*|| et ||*|| # deux normes sur un espace vectoriel X 
telles que ( X , ||*||) et ( X , ||-||J soient de Banach et 

Jf* 11*11 >11*11.- 

Alors ||-1| et ||*|| # sont équivalentes. 

Démonstration. L’application identité ix • X —> X est bijective et 
continue de (X, ||*||) dans (X, ||*|| # ), car ||^x(^)|| = II^IL ^ ||æ||> donc, en 

vertu du corollaire 7.4, il existe c = 1111 ^ Q ue c ii*n. ^ ll*x(*)ll = ii*ii- 
□ 
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Théorème 7.6 (du graphe fermé). Si X , Y sont deux espaces de Banach 
et f : X —► Y est linéaire et son graphe est fermé, alors f est continue. 

Démonstration. Puisque / est linéaire, le graphe Gr(/) est un sous- 
espace vectoriel de X x Y qui est fermé par l’hypothèse. L’espace X x Y 
est complet ( 10 \ comme produit de deux espaces complets, donc Gr(/) est 
complet en tant qu’une partie fermée d’un espace complet. 

L’application F : Gr(/) — > X définie par F(x ) f(x)) := x est bijective, 
linéaire et continue. D’après le corollaire 7.4, F~ l : X —> Gr(/) est continue, 
donc 

f = 7Ty o F” 1 

est continue comme une composition de deux applications continues. □ 


8 . Familles uniformément bornées 

Il s’avère que toute famille simplement bornée des applications continues 
d’un espace normé dans un espace de Banach est uniformément bornée. 

Théorème 8.1 (Banach-Steinhaus). Si X est un espace de Banach , Y 
est normé et F G L C (X , Y) vérifie 

sup{||/(x)|| :/€/}< oo 


pour tout x G X, alors 


sup{||/|| : / e 7} < oo. 

Démonstration. La partie 

A n := {x G X : sup {||/(x)|| : / G F} < n} 

est convexe, fermée, symétrique et, d’après l’hypothèse, X = IJneN^* 
Puisque X est complet, il existe n G N tel que intA n ^ 0. Soit x E X 
et r > 0 tels que B r (x) C A n . 

Par symétrie, B r {—x) G A n) donc J5 r (0) = \ B r {x ) + \B r {—x) G A n 
grâce à la convexité de A n . Par conséquent, sup {\\ f(x)\\ : ||æ|| < r, / G F} < 
n, donc 


sup{||/|| :/eJ} 

= sup{||/(x)|| : H < 1 ,/ e ?} < 7 < oo. 

□ 

Corollaire 8 . 2 . Soit X un espace de Banach, Y un espace normé et 
(fn)n C L C (X,Y) une suite convergeant simplement vers f. Alors f G 
Lc(X,Y). 


10. Avec une norme-produit, par exemple, ||(æ,2/)|| := ||æ|| + ||î/|| 
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Démonstration. Étant donné que /(x) = lim^oo / n (x) pour tout x G 
X et l’ensemble {||/n(^)|| : n G N} est bornée pour tout x G X y l’application 
/ est linéaire en raison du lemme 6.5. 

Alors, d’après le théorème 8.1 de Banach-Steinhaus, {||/ n || : n G N} est 
bornée, c’est-à-dire il existe c > 0 tel que 

sup{||/ n (aO|| : |M| < l,n G N} < c < oo. 

Si n tend vers l’infini, sup{||/(x)|| : ||x|| < 1} < c < oo, ce qui montre la 
continuité de f. □ 


9. Projections et quotients 

Si X est un espace normé et L est un sous-espace vectoriel de X , alors le 
quotient X/L par rapport à l’équivalence x y définie par x — y G L, est 
muni des opérations algébriques (VIII. 8 ) et (VIII.9) qui en font un espace 
vectoriel. Soit 

(IX. 17) ||x + L|| := inf {\\h\\ : h G x + L} 

Observons que ||x + L|| = d(x,L). En conséquence, 

Proposition 9.1. Si L est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors 
(IX.17) est une norme sur X/L. 

Démonstration. Pour tout x, la valeur ||x + L\\ > 0, et ||x + L|| = 0 si 
et seulement si d(x, L) = 0, c’est-à-dire x G L, car L est fermé, donc quand 
x est L-équivalent à 0. D’autre part, 

||A(x + L)|| = inf {\\h\\ : h G Àx + L} 

= || Ax + L|| = d(Àx, L) = |À| d(x, L). 

L’inégalité 

Il (x + L) + (y + L) || = inf {\\h\\ :hex + y + L} 

= inf {\\h + ^|| : h G x + L, g G y + L) < 
inf {\\h\\ + \\g\\ : h G x + L y g G y + L} = \\x + L\\ + ||y+ L|| 

conclut la démonstration. □ 

Nous avons vu que la projection naturelle (VIII. 10) q : X —> X/L est 
linéaire. 

Proposition 9.2. Si L est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors 
la projection q: X -ï X/L est continue et ouverte. 

Démonstration. Pour tout x G I, en posant h = 0 dans (IX. 17), on 
obtient ||<z(x)|| = ||x + L|| < ||x||, donc q est continue et ||g|| < 1 . 


11. En effet, h€x + L s’il existe l G L tel que h = x - l. 
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Si O est un ouvert de X , alors q(0) = {x + L : x G O} est ouvert dans 
X/L ) car si 2 G q(0) alors il existe y G O tel que z = y + L. Il s’ensuit qu’il 
existe r > 0 tel que £(y, r) C O, donc q(B(y, r)) C q(O). D’autre part, 

Q(B(y,r)) = {x +L:\\x-y\\ <r} 

= {x + L: ||(x + L) — (y + L)|| < r} = B x/L (z,r). 

□ 

Proposition 9.3. Si X est un espace normé, L est un sous-espace vec¬ 
toriel fermé de X et x 0 ^ L } alors il existe f G X' telle que f(L) = {0} et 
f(x 0 ) = d(x 0 ,L). 

Démonstration. Soit q : X X/L la projection. Puisque xq ^ L, on 
en déduit que q(x 0) ^ 0, donc il existe F G (. X/L )' de norme 1 telle que 

F(q(x 0 )) = ||y(x 0 )|| = \\x 0 + L\\ =d(x 0 >L). 

Or / := F o q g X' et f(x) = F(q(x)) = F(L) = 0 pour tout x G L. De 
surcroît on a ||/|| = \\Foq\\ < ||F|| ||y|| = 1 . □ 

Proposition 9.4. Si X = V ® W etV^W sont fermés, alors / kv, / kw 
sont de graphe fermé. 

Démonstration. Si ( x n ) n converge vers x et ( 7 rv(x n )) n converge vers 
v , alors v G V car 7 ry(x n ) G V et V est fermé. Par conséquent, v = 'Kyiy) et 
lim n _> 00(^71 — 7 Tv(xn))n = x — v G W, car W est fermé, donc 7 ry(x - v) = 0, 
ce qui prouve que tt y(x) = v. □ 

D’après la proposition 9.4, 

Corollaire 9.5. Si X est un espace de Banach et V, W sont ses sous- 
espaces fermés tels que X = V ® W alors les projections ny et 7rw sont 
continues. 

Corollaire 9.6. Si L est un sous-espace de dimension finie d’un espace 
de Banach X } alors il existe un espace supplémentaire (fermé) M de L tel 
que les projections ttl et km sont continues. 

Corollaire 9.7. Tout sous-espace de dimension finie est fermé. 

10. Espaces des fonctions continues 

L’espace vectoriel Q,(T) := Cb(T,K) des fonctions continues bornées à 
valeurs dans K (réel ou complexe) sur un espace métrique T, a été dotée 
d’une métrique D définie dans (V.4). Ainsi 

(IX.18) ll/lloo:=sup t€T |/WI 

est égale à D (/, 0). Comme HA/H^ = |A| ||/||^ pour tout / G Cb(T) et tout 
A G K, nous concluons que (IX. 18) est une norme. Nous avons déjà observé 
dans la proposition 2.2 que cet espace est complet, donc de Banach. L’espace 
Zoo de l’exemple 1.4 est un cas particulier (où T = N avec la topologie 
discrète). 
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Dans la suite, nous allons nous borner au cas où T est localement com¬ 
pact. Le support d’une fonction / : T —> K est défini comme 

supp / := cl {£ G T : /(£) ± 0} . 

L’ensemble C c (T) des fonctions continues à support compact est un sous- 
espace vectoriel de Cb(T ), car toute combinaison linéaire de fonctions à sup¬ 
port compact, est à support compact. 

L’ensemble Co(T) est composés de / G C(T,K) telles que pour tout 
e > 0 il existe un compact K tel que 

(IX. 19) sup{\f(t)\:t$K}<e. 

Bien entendu, C'o(T) est également un sous-espace vectoriel de Cb(T) et 
C c (T) C Co(T). On les munit de la norme . Il s’avère que Co(T) est un 
espace de Banach. 

Proposition 10.1. Si T est un espace métrique localement compact, 
alors C c (T) est dense dans Co(T) Qui est fermé dans C&(T). 

Démonstration. Si / g Co(T) et e > 0, alors il existe un compact K 
tel que (IX. 19). Puisque T est localement compact, pour tout t G K il existe 
8 t > 0 tel que cl B (t, 8 t ) est un voisinage compact de t. D’après la compacité 
de K , il existe une partie finie F de if telle que 

Selon la proposition III.7.3, il existe une fonction continue y? : X —> [0,1] 
telle que <p(K) = {1} et 

{t€T:<p(t)ÏO}c{J t€F B(t,ô t ). 

Par conséquent, y? G C c (T) car U*eF ^t) est compacte. Or supp ( f(p ) C 

supp y?, donc ftp G C c (T) et 0 < \f(t)ip(t)\ < \f(t)\ pour tout £ G T. En 
conséquence, 


Il fv> - f\\oo = SU P {1/ W ¥>(*) - /(*)l 

ce qui prouve la densité. 

Soit ( f n ) n une suite d’éléments de C 0 (T) et lim n _>oo \\f n - /oolloo = °- 
Si e > 0, alors d’une part, il existe n tel que \\f n — /oolloo < I e ^> de l >au t re > 
un compact K tel que sup {|/ n (£)| : £ ^ K} < |. 

Par conséquent, 

sup{|/ooW| - t$K}<e, 

ce qui montre que /oo £ Co(T). □ 

Il s’ensuit que Co(T) est le complété de C c (T). 

On verra dans l’annexe D les espaces duaux aux espaces des fonctions 
continues sont isomorphes à des espaces des mesures. 
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11. Opérateurs adjoints 

Nous allons employer (•, •) : X x X' —> K pour désigner le couplage 
canonique entre un espace normé X et l’espace normé X' des formes linéaires 
continues sur X (le dual topologique de X ), c’est-à-dire 

(x,f) ■■= f(x) 

pour tout x G X et / € X'. Il s’ensuit que pour tout x € X et tout / G X 1 , 
(IX.20) \(x,f}\< Mll/ll- 

Si A C X et B C X', alors on note 

A L := {/ € X' : V a <*,/) = o} et B ± := {x e X : ( x,f) = o}, 

les polaires de A et B respectivement. Observons que A C A L1 - et B C B LL . 

Dans cette section on utilise souvent le terme opérateur linéaire pour 
désigner une application linéaire 

F : domF -► Y, 

définie sur un sous-espace domF d’un espace normé X, appelé le domaine 
de F y et à valeurs dans un espace normé Y. On note Fx l’image de x par 
F et FX l’image de X par F. On rappelle que kerF := F -1 (0) est dit le 
noyau de F. 

Supposons que domF est dense dans X. Si / G Y' est tel que la compo¬ 
sition / o F est continue sur domF, alors 

(IX.21) (/ o F)(x) = (/, Fx) = (F* f, x) 

définit une forme linéaire continue F*f sur domF, qu’on prolonge sur tout 
X grâce au théorème 3.1 de Hahn-Banach. Ce prolongement est unique, car 
domF est dense. Autrement dit, (IX.21) définit Vopérateur adjoint 

F* : dom F* -> X\ 

de F, défini sur dom F* := {/ G Y' : / o F G (domFy}. Si F est continu, 
alors dom F est fermé, donc égal à X et, par conséquent, dom F* = Y'. 

Proposition 11.1. Tout opérateur adjoint est de graphe fermé. 

Démonstration. Si lim n _^oo/n = / et lim n _»ooF*/ n = g y alors pour 
tout x G dom F, 

(x,g) - lim n _>oo (£) F* f n ) = lim n _>oo (Fx,f n ) = {Fx,f) = (x,F*f ), 
donc F*/ = g. □ 

Par conséquent, kerF* est fermé pour tout opérateur linéaire F. 
Proposition 11.2. Soit F : dom F —» Y un opérateur linéaire. Alors 
(IX.22) (F*y')- L = herF > 

(IX.23) (FX)- 1 - = kerF\ 
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Si en plus, FX est fermée , alors 

(IX.24) FX = (kerF*) ± . 

Démonstration. Effectivement, par définition, x G (_f 1 *y , )~ L si 0 = 
(F*/,x) = ( f y Fx) pour tout / G Y 1 . Selon le corollaire 3.3, ceci équivaut 
à Fx = 0. De même, / G ( FX )-*- si et seulement si 0 = ( f,Fx) = ( F*f,x) 
pour tout x G X, c’est-à-dire F*f = 0. 

D’après (IX.23), FX C (ker F *) 1 '. Si FX est fermée, et y ^ FX, alors 
d’après la proposition 3.4, il existe une forme linéaire continue / sur telle 
que 

f(y) > sup FX / = sup (FxJ) = sup(x,F*/) = 0, 

x€X x€X 

donc F*f = 0, autrement dit / G ker F*, mais f(y) ^ 0 donc y (ker F*)" 1 . 
□ 


12. Topologies faibles 

Soit X un espace normé. La topologie la moins fine de X, pour laquelle 
tout y G X’ est continue est dite topologie faible et est notée cr(X,X'). Il 
s’ensuit que la topologie faible est moins fine que la topologie de la norme. 

Proposition 12.1. Une partie V de X est un voisinage de xq pour la 
topologie faible si et seulement s’il existe e > 0 et une partie finie Y de X ' 
tels que 

("W e x : I y( x ) - y (*o)i < e} c v. 

La topologie la moins fine de X f ', pour laquelle tout x E X est continue 
est dite la topologie faible (étoile) et est notée a(X\X). 

Observons que a(X , ) X) coïncide avec la topologie de la convergence 
simple. 

Théorème 12.2 (Alaoglu-Bourbaki). La boule {y G X ’ : IMI < 1} est 
compacte pour cr(X\ X). 

Démonstration. Pour tout x G X, l’ensemble B- (0, ||x||) = {y{x) : 

< 1} est compact dans R (ou dans C). Comme 

{y€X , :||y||<l}cn je6X ^-(0,IND, 

et d’après le théorème B.4.4, l’ensemble (0» ||#||) est compact pour 

la topologie de la convergence simple. Il suffit donc de montrer que {y G 
X 9 : \\y\\ < 1} est une partie fermée. D’après le lemme 6.5, la limite simple 
de toute suite d’éléments de {y G X’ : || 2 /|| < 1} est linéaire et de norme 
inférieure à 1, donc continue. Mais la topologie de la convergence simple 
restreinte à X' est égale à a(X\ X). □ 

Remarque 12.3. Si on ne veut pas utiliser le théorème général de 
Tikhonov général de l’annexe B, on peut employer le théorème V.1.15 de 
Tikhonov sous l’hypothèse que X soit séparable. 
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Un espace normé X s’appelle réflexif si X n = X. Bien entendu, tout 
espace réflexif est de Banach. Il découle de la définition et de la proposition 
5.4 que les espaces l p sont réflexifs pour 1 < p < oo. 

Corollaire 12.4. Toute partie fermée bornée d’un espace réflexif est fai¬ 
blement compacte. 

Il s’avère que les espaces des fonctions continues sur un compact sont 
universels pour les espaces normés. 


Théorème 12.5. Pour tout espace normé X, il existe un espace topolo¬ 
gique compact K tel que X isométriquement isomorphe à un sous-espace de 
C(K). 


Démonstration. Soit 


K := {y € X' : ||y|| = sup |(x,y)| < 1}. 

la boule-unité de X '. D’après le théorème 12.2 de Alaoglu-Bourbaki, K est 
cr(X\ X)-compacte. Puisque tout élément x de X est cr(X\ X)-continu, la 
restriction xk (de x h K) appartient à C(K). L’application x xk est une 
injection linéaire, car si x ^ 0, alors il existe j/Gl' avec (x, y) ^ 0. Il existe 
yo G K et r > 0 tel que y = ryo, donc (x, yo) ^ 0). Ainsi 


(IX.25) \\xk\\c(K) = sup | {x,y) \ < sup ||æ||||y|| = ||æ|| ; 

yeK yeK 


d’autre part, d’après le théorème 3.1 de Hahn-Banach, il existe yo G X ' tel 
que H 2 / 0 II = 1 et (x, yo) = ||x||. Par conséquent, s\xp yeK |(x,y)| est atteint en 
yo, donc (IX.25) devient l’égalité 


\\xk\\c(K) = II* 


□ 


Exercices 

Solutions : pages 329-338. 

(1) ★ Soit X un espace normé et A, B C X. Montrer que 

(a) si A est linéaire, alors cl A est linéaire, 

(b) si A est une partie convexe, alors cl A est convexe, 

(c) si A est ouvert, alors A + B est ouvert, 

(d) si A est compact et B est fermé, alors A + B est fermé. 

(e) Donner un exemple de deux fermés A , B de R 2 tels que A + B 
n’est pas fermé. 

(f) Donner un exemple de deux fermés A, B de R tels que A + B 
n’est pas fermé. 

(2) Montrer que dans un espace normé, toute boule est convexe. 
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(3) Soit A un convexe dans un espace normé. Montrer que 

(a) pour 0 < a < 1, 

(1 — a) int A + a cl A C int A , 

(b) si int A ^ 0 , alors int a A = int A. 


(4) Montrer que si L est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace 
normé réel X et x ÿ. L, alors il existe / G X' tel que f(L) = {0} et 
/(*) = x - 

(5) Soit 


ll/ll := sup 
o^xex 


ii/(*)ii 

ii*ii ' 


Montrer que 


(a) H/ll =sup{||/(*)||: ||*|| = 1} , 

(b) ||/|| = inf{r > 0 : V I<E * ||/(*)|| < r ||*||}. 

(c) (*) est une norme. 

(6) ★ Montrer que 

(a) tout sous-espace de dimension finie d’un espace normé est fermé, 

(b) toutes les normes sur un espace de dimension finie sont équi¬ 
valentes. 


(7) Montrer qu’une partie K d’un espace normé X est totalement bor¬ 
née si et seulement si K est bornée et pour tout e > 0 il existe 
un sous-espace vectoriel L de dimension finie de X tel que K C 
B(L, e). 

(8) Soit (X, \\-\\ x )> (y> IHIy) deux espaces normés et / : X —y Y une 
application linéaire continue. Soit 

IMI/ :=inf{||x||x : f(x) = y}. 

Montrer que 

(a) ||*|| j est une norme sur /(X), 

(b) ||y|| y < ||/|| \\y\\ f pour tout y € f(X). 

(9) Une partie A d’un espace normé X est dite totale si cl(vect A) = X. 
Montrer qu’une partie A de X est totale si et seulement si pour tout 

fex' 

f(A) = {0}=>f = 0. 

(10) Soit B 1 (R) l’espace vectoriel des fonctions bornées, continûment 
dérivables et dont la dérivée est bornée. Soit 

ll/ll := sup ÆfER |/(*)| et lll/lll := sup^R |/(*)| + sup œ€R |/(x)| 
deux normes. Montrer qu’elles ne sont pas équivalentes. 
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(11) Pour tout x G X, l’application j(x) : X' —y K est définie par 
j(x)(f) = f(x). Montrer que 

(a) j(x) est linéaire et continue, c’est-à-dire j(x) G X" := (X')', 

(b) 

IIj(*)II : = sup{|/(x)| : \\f\\ = 1}, 

( c ) lb( x )ll ^ ll x ll P our tout x € X, 

(d) ||j(x)|| < ||x|| pour tout x G X, 

(e) l’application j : X —> X " est linéaire, injective, continue et 


( 12 ) Soit X, Y espaces normés et L C (X, Y) l’espace des applications 
linéaires continues munie de la norme (*). Montrer que si Y est 
complet, alors L C (X , Y) est complet. 

(13) Soit Z», avec sa norme := sup{|x(n)| : n G N}. Montrer que 

(a) l’espace co des suites convergentes vers 0 , est fermé dans Zoo> 

(b) l’espace c des suites convergentes est fermé dans l Q o, 

(c) l’espace c # des suites finies est dense dans cq. 

(d) Caractériser le dual de c. 

(14) Soit 7 G C(R, R+) avec le support dans [—1,1] et telle que 



1 x 

Pour e > 0 soit 7 e (x) := -y(—) pour tout x G R. Montrer que 

e £ 

(a) il existe une telle fonction, 

( b ) lu 7 e (x)dx = l, 

(c) lim^oo / | 7 e * f(x) - f(x) | dx = 0 . 

(15) Soit T un intervalle compact et X := C(T, R) avec la norme WfW^ := 
max{|/(£)| : t G T} . Montrer que 

(a) si g G C (T, R) et G(f) := J T f(t)g(t)dt y alors G G X' et 

\\G\\ = J T \g(t)\dt, 

(b) si f 0 G T et H(f) := /(«<,), alors H € X' et ||ff|| = 1, 

(c) si (< n ) n est une suite injective dans T et (a n ) n une suite dans 

M telle que l a «l < °o, et 

F (/) : =E„ eK 

alo.-sFcX' et ||F|| = E^h Kl ■ 

(16) Montrer qu’une partie convexe d’un espace normé réel X est fermée 
si et seulement si elle est faiblement fermée. 
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Espaces de Hilbert 

1. Produit scalaire 

Soit X un espace vectoriel sur C. Une forme (y):Ixl4C s’appelle 
produit scalaire si pour tous x, y, xo, x\ G X et a G C, 

(i) (ax,y) = a{x,y), 

(ü) (æo + xi, y) = (x 0 , y) + (xi,y), 

(iü) (y,x) = (x,y), 

(iv) (x, x) > 0 

(v) (x, x) = 0 => x = 0. 

Ces axiomes entraînent 

(vi) {x,ay) =â{x,y), 

(vü) (x,yo+yi) = {x,yo) + {x,yi). 

Un espace muni d’un produit scalaire s’appelle préhilbertien. Bien entendu, 
si X est un espace vectoriel réel, (iii) devient (y, x) = (x,y) et (vi) devient 
(x, ay) = a(x,y). On définit 

(X.l) INI := V(x,x). 

2. Propriétés fondamentales 

Bien entendu, (X.l) est positive, ||ax|| = |a| ||x|| et ||x|| = 0 si et seule¬ 
ment si x = 0. Pour montrer que (X.l) est sous-additive, établissons d’abord 
V inégalité de Schwarz, dite aussi Y inégalité de Cauchy-Schwarz^. 

Proposition 2.1 (Inégalité de Schwarz). Pour tous x,y G X, 

(X.2) l(*»v)l < 11*11 IMI- 

Démonstration. Si (x,y) = 0, (X.2) est évident. Sinon, il existe a G C 
tel que |(x,y)| = a(y, x). Bien sûr \a\ = 1. D’après (iv), pour tout r G M, 

0 < (x + ray, x + ray) 

= ||x|| 2 + ra (y, x) + ra (y, x) + r 2 ||j/|| 2 

= M 2 + 2 H(æ,y)| + r 2 ||y|| 2 , 

1. La version concernant des sommes fut publiée par Cauchy en 1821, la variante en 
termes des intégrales est due à Buniakovski (1859) et la version générale à Schwarz (1888). 
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de la forme quadratique ci-dessus est négatif, c’est-à-dire 

< 0 . □ 


\\x + y\\ 2 = (x + y,x + y) 

= (x,x) + (x,y) + (y,x) + (y, y) 

= IM \ 2 + {x,y) + (x,y) + \\y\\ 2 

= M 2 + 2Sft(a ; ,y) + |M| 2 . 

|(x,j/)|, d’après (X.2), 

< ||x|| 2 + 2|(x,y)| + ||y|| 2 

< IMI 2 + 2|Mlllyll + llyll 2 = (IMI + IMI) 2 , 

d’où découle la sous-additivité de la norme : 

(x.4) ||* + y|| <IMI + lly|l 

pour tous x,y £ X. 

La formule (X.3) entraîne immédiatement la règle du parallélogramme : 
(X.5) \\x + y\\ 2 + \\x-y\\ 2 = 2\\x\\ 2 + 2\\y\\ 2 

pour tous G X. 

Un espace préhilbertien s’appelle espace de Hilbert s’il est complet par 
rapport à (X.l). 

Exemple 2 . 2 . La forme (/, g) := /( n )#( n ) est un produit scalaire 

sur I 2 . Nous avons vu que I 2 est complet, donc il est de Hilbert. 

3. Projections orthogonales 

Proposition 3.1. Soit A un convexe fermé non vide d’un espace de 
Hilbert X. Alors pour tout x G X il existe un unique xa G A tel que 

(X. 6 ) ||x — x. 4 1| = dist(x, A). 

Si en plus X est réel , alors xa vérifie (X. 6 ) si et seulement si 

(X.7) (a - xa , x - xa) < 0 

pour tout a £ A. 

Démonstration. Puisque dist(x, A) = dist(0, A — x), il suffit de 
démontrer la proposition pour x = 0 . Ainsi on prouvera qu’il existe un seul 
élément 0,4 de A tel que 

(X. 8 ) \\®a\\ = dist( 0 , A), 

et que, dans le cas de X réel, 0 a est caractérisé par 

(X.9) (a — O 4 , 04 ) > 0 

pour tout a £ A. 


ainsi le discriminant 

l(*.y>l 2 -IMI 2 lly|l 2 

Bien entendu, 
(X.3) 

Puisque |5R(x,y)| < 

\\x + y \\ 2 
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Figure X.l. Le diamètre de B(x,r n ) fl A tend vers 0 quand r n 
tend vers r. 


Soit r := d(0, A) et soit ( r n ) n une suite décroissante tendant vers r. Il 
existe alors une suite (a n ) n d’éléments de A telle que r < ||a n || < r n . Selon 
(X.5), 

Il a n ~ Û m || 

= 2 ||a n || + 2 ||a m || — 4 ||^a n + ^a m || , 

et comme A est convexe, \a n + \a m G A> donc || \a n H- \a m || > r. 

Par conséquent, ||a n — a m || 2 < 2r 2 +2r^ —4r 2 , et puisque ( r n ) n converge 
vers r, la suite (a n ) n est de Cauchy. Ainsi ( a n ) n converge vers un élément 0^ 
de A y car A est fermé, et comme la norme est continue, ||0yi|| = r. 

Soit a est un autre élément de A tel que ||a|| = d(0, A). Alors d’après la 
convexité, ^0,4 H- \a G A, donc + è a ll ^ r. Conformément à (X.5), 

||(U-a|| 2 = 2||a|| 2 + 2||0^|| 2 -4||i0^ + ia|| 2 
< 4r 2 - 4r 2 -- 0. 

Supposons maintenant que X est réel. Si (X.8) et a G A, alors pour tout 
0<t<l, 

\\0 A \\ 2 < \\0a + 4 (o - O^)!! 2 = IIO^H 2 + 24(o - O^.O*) +1 2 1 |a - 0^|| 2 
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Donc 

0 < 2(a — Oa, Oa) + i ||û — 0yt|| 2 

et quand t tends vers 0, on obtient (X.9). 

Réciproquement, si (X.9) et a G A, alors 

H 2 = ||a —(U + CUII 2 

= lia - 0 A f + 2(o - 0 A , 0 A ) + \\0 A \\ 2 > \\0 A \\ 2 . 

□ 

Deux éléments ho et hi d’un espace de Hilbert ^ X sont orthogonaux si 
(ho, h\) = 0, ce qu’on désigne par ho _L h\. Si A C X, alors 

A ± :={xeX: V x ± a] 

1 aeA J 

est Y espace orthogonal à A. On observe que A L est un sous-espace vectoriel 
fermé pour tout A C X. 

Proposition 3.2. Si L est sous-espace vectoriel fermé de X et x G X. 
Alors un élément xl de L vérifie (X.6) si et seulement si x—xl est orthogonal 
à L. 

Démonstration. Si xo G L et x — xo est orthogonal à L, alors pour 
tout y G L, 

||x - y\\ 2 = ||x -xo + xo- j/|| 2 = ||x - zoll 2 + ||*o - 2/|| 2 > ||æ - x 0 || 2 , 
donc ||x — xo|| = d(x,L). 

Réciproquement, si x — xo n’est pas orthogonal à L, alors il existe h G L 
tel que (x — xo, h) ^ 0, donc il existe a G K tel que (x — xq, ah) = — 1. Alors 
pour r G E, on a xo + rah G L et 

d(x, L) < \\x — (xo + rah) || 2 

= ||æ - x 0 || 2 + 2r$R (x — xo, ah) + r 2 ||a/i|| 2 

= \\x - xq\\ 2 - 2r + r 2 \\ah\\ 2 , 

il existe donc r tel que —2r + r 2 ||a/i|| 2 < 0, alors ||x — xqII > d(x, L). □ 

On appelle la projection orthogonale de x sur L l’unique point xl vérifiant 
(X.6). 

Proposition 3.3. Si L est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace 
de Hilbert X, alors il existe des (uniques) applications linéaires continues 
P : X —» L et Q : X —» L 1 - telles que pour tout x G X, 

(X.10) x = Px + Qx 

et ||Px|| =d(x,L ± ) et ||Qx|| — d[x, L). 


2. Plus généralement, d’un espace préhilbertien. 
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Démonstration. L’existence et l’unicité de la projection Px de x sur 
L sont assurées par le lemme 3.2. Posons Qx := x — Px. D’après le lemme 
3.2, Qx G L 1 . Comme Px et Qx sont orthogonaux, ||x|| 2 = ||Px|| 2 + ||Qx|| 2 . 
En conséquence, ||Px|| < ||x|| et ||Qx|| < ||æ||, ce qui montre la continuité de 
P et g et ||P|| = 1 = IIQII. 



Figure X.2. Projections orthogonales de x sur L et L- 1 . 

Afin de montrer que ||Px|| = d(x i L ± ) ) soit z G L l . Alors 
x — z = Px + Qx — z, 

et Qx — z G L 1 . Donc ||x — z\\ 2 = ||Px|| 2 + \\Qx — z\\ 2 , donc ||Px|| 2 < 
\\x — z\\ 2 pour tout z G L 1 et l’égalité pour z := Qx. La linéarité se vérifie 
aisément à partir de (X.10). □ 

4. Bases de Hilbert 

Une partie H d’un espace de Hilbert X s’appelle orthonormale si 
(hoyhi) = 0 pour ho>hi G H distincts et (/i, h) = 1 pour h e H. Une 
partie orthonormale H s’appelle une base de Hilbert de X si cl vect P = X. 

Observons que pour deux éléments distinct ho,hi d’une base H ) la dis¬ 
tance d(/io,/ii) = y/2. Effectivement, 

||*o - M 2 - {ho ~ ht,ho - ht) = ||/îo|| 2 + ll^ill 2 = 2. 

Lemme 4.1. Pour qu’une partie orthonormale H d’un espace de Hilbert 
X soit une base de Hilbert il faut et il suffit qu’elle soit maximale par rapport 
à l’inclusion. 

Démonstration. Si cl vect P ^ X, alors il existe x non nul et ortho¬ 
gonal à P, ce qui contredit la maximalité de H. Si H n’est pas maximal, 
alors il existe x ^ H tel que H U {x} est orthonormal, donc x G (vect H) 1 = 
(cl vect H) 1 , donc cl vect H ^ X. □ 
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Exemple 4.2. L’espace £ 2 ( 0 ,27r) à valeurs complexes avec 

(x.ii) {f ' 9):= hC ndx ' 

est un espace de Hilbert. La famille {e mæ : n G Z} est une base de Hilbert. 
À partir de cette base, on peut facilement trouver une base de Hilbert dans 
£ 2 ( 0 , 27t) à valeurs réels. La famille {e n : n G N} est une base de Hilbert dans 
I 2 (voir l’exemple 2.2). 

Proposition 4.3. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement s } il 
admet une base de Hilbert dénombrable. 

Démonstration. Soit H une base de Hilbert de X. Si D est une partie 
dénombrable, dense de X, alors Dh := R(/i, fl D ^ 0 pour tout h G H 
et Dh 0 fl Dh x = 0 si ho ^ h\. Par conséquent, H est dénombrable (finie ou 
infinie). Si H est dénombrable, alors l’ensemble vectQ-ff des combinaisons 
linéaires à coefficients rationnels est dense, car clvectQ-ff = clvectiï. □ 

Proposition 4.4. Si X est un espace de Hilbert séparable, alors toute 
base de Hilbert est une base de Schauder. 

Démonstration. Soit H = {h n : n G Ni} une base de Hilbert. Alors 
pour tout x G X, la suite définie par x n := 1 ®(^Jb) hk converge vers x, 

car ||æ - x n f = ££L n+1 \Hh)\ 2 - □ 


5. Représentation des formes linéaires continues 


Soit X un espace de Hilbert et y G X. Alors 
(X.12) f(x) = (x,y) 

est évidemment une forme linéaire sur X. D’après l’inégalité (X.2) de Schwarz, 
elle est continue et 


||/|| = S upi^l<|M|. 

a^o \m\ 

Enfin, en posant x := t/, on constate que ||/|| = ||î/|| . Réciproquement, 


Théorème 5.1 (Riesz). Soit X un espace de Hilbert. Si f G X\ alors il 
existe un unique y G X tel que (X.12) pour tout x G X. En plus ||î/|| = ||/||. 

Démonstration. Soit / G X ! . Nous cherchons y G X vérifiant (X.12), 
donc également 

(X.13) /(») = (y,y) = llî/ll 2 - 

Comme / est continue, l’hyperplan {/ = 0} est fermé, donc son espace 
orthogonal {/ = O} 1 est de dimension 1. D’après la proposition 3.3, il existe 
0 / 2 G {/ — O} 1 . Nous cherchons y de la forme az où a G K. D’après 
(X.13), af(z) = f(az) = \a\ 2 \\z\\ 2 = aâ\\z\\ 2 , donc a = 
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Chaque x G X admet une unique décomposition x = Xy + w où XeK 
et w G {/= 0}. Par conséquent, f(x) = Xf(y) et d’autre part, (x, y) = 
(w + Xy,y) = A||î/|| 2 , donc tenant compte de (X.13), on obtient (X.12). 
D’après la remarque précédant le théorème, ||/|| = ||î/||. Enfin si t/o> 2/1 sont 
tels que f(x) = (x, yo) = (x, yi) pour tout ïGl, alors (x, y\ — 2/o) = 0 pour 
tout x £ X, donc t/i = 2/o> ce qui achève la démonstration. □ 

Si H est une base de Hilbert de X, alors pour tout x e X on définit le 
coefficient de Fourier x(h) de x 

x(h) := (x, h) 

pour tout h G H. 

Lemme 5.2. La projection orthogonale de x sur Venveloppe linéaire 
d’une partie finie orthonormale G est donnée par YheG^Wh. 

Démonstration. Soit xq := YheG^W^- Alors pour tout ho G G, 

(x - xq , ho) = x(ho) - x(h 0 ) (ho, h 0 ) = 0, 

ce qui montre que x — xq est orthogonal à vectG, c’est-à-dire ||x — xq\\ = 
d(x i vectG), donc xq est la projection orthogonale de x sur vectG en vertu 
de la proposition 3.3. □ 

On note h(H) l’espace des fonctions g de H dans K telles que ||<7||f 2 (/y) := 
J H \g \ 2 dp, où p est la mesure de comptage. Si A C R+, alors on définit 

( X - 14 ) YlrçA r := SUP {X r6r ^ :TcA ’ caxdr < °°}- 

Observons que 

Proposition 5.3. Si r := YreA r < °°> a ^ ors i r e A : r > 0} est 
dénombrable. 

Démonstration. D’après l’hypothèse, pour tout n G Ni il existe une 
partie finie T n de A telle que roo - YreT n r < k- Ainsi Aq := \J neNl T n est 
dénombrable et r^ = YreA 0 r - Si t ^ Ao et r > 0, alors il existe n tel que 
A < r et, par conséquent, YreT n u{r} r > r oo en contradiction avec (X.14). 
□ 


Proposition 5.4. Si H est une base de Hilbert de X, et x G X alors 
x : H K est un élément de h(H) et 

(x.i5) M 2 =mi (H) . 

Démonstration. Effectivement, ||x|| 2 > YheG \^ W \ 2 P our toute P ar_ 
tie finie G de H. Donc 

||x|| 2 > sup{]T \x{h)\ 2 : G C Jï.cardG < 00} = \x{h)\ 2 , 

1 heG heH 
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ce qui donne Vinégalité de Bessel 

(X.16) IMI 2 >E>(*)| 2 . 

heH 

D’autre part, puisque vectiï est dense, pour tout x G X et tout e > 0 il 
existe un élément x £ de vectiï tel que \\x — x £ \\ < e. Si G est une partie 
finie de H telle que x £ G vectG, alors \\x — < € > donc IM| 2 ^ 

5 ZheG l^(^)| 2 + £ 2 > donc IMI 2 ^ 5 ZheH l^(^)| 2 > en entraînant l’égalité. 

Or, puisque p est la mesure de comptage, 



Théorème 5.5 (Riesz-Fischer). Si H est une base de Hilbert de X, alors 
pour tout f G h{H) il existe x G X tel que x = f. 

Démonstration. Si / g h(H), alors H n := {/ G H : \f(h)\ > est 
fini pour tout n G Ni. Soit 

x n := ^2 h - 

h€H n 

Si h e H n alors x n (h) = (x n) h) = f(h) et x n (h) = 0 si h ^ H n . Il est clair 
que 

V lilïln-xjo x n{h) - f(h), 
hÇ:H 

et |/ — x n \ 2 < ||/||f 2 (//), donc, selon le théorème D.1.3 de Lebesgue de conver¬ 
gence dominée, lim^co J H \f — x n \ 2 dp = 0, c’est-à-dire ( x n ) n converge vers 
/ dans / 2 (iï), donc est de Cauchy. 

Conformément à (X.15), ( x n ) n est également une suite de Cauchy, et 
comme X est complet, il existe x G X tel que lim n _>oo x n = x, donc grâce à 
l’isométrie (X.15), lim^oo x n = x et en conséquence x — f. □ 

La formule (X.15) nous permet d’obtenir Videntité de Parseval 

(X.17) (x,y) = (x,y) h{H) 

pour tous x,y G X. En effet, (X.15) s’écrit également (x, x) = (x } x) l2 ^ H y 
donc pour tous x, y G X et tout a G C, nous avons (x + ay, x + ay) = 
(x + ay,x + OLÿ) l2 ( H y ce qui entraîne 

2 (x, y) 

= (x,ay) + (ay, x) = (x,aÿ) h{H) + (x,ay) h{H) 

= 29ïa (x, ÿ) h ( H ) ■ 

En posant a = 1 et a = i, on obtient (X.17). Nous concluons que 
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Corollaire 5.6. Tout espace de Hilbert X est isométriquement isomorphe 
à Vespace h{H) pour toute base de Hilbert H de X et, en plus, cet isomor¬ 
phisme préserve le produit scalaire. 



184 


ANALYSE FONDAMENTALE 


Exercices 

Solutions : pages 338-340. 

(1) Deux éléments ho et h\ d’un espace réel de Hilbert X sont ortho¬ 
gonaux (en symboles, ho -L h\) si (ho, h\) =0. Si A C X, alors 

A ± :={x€X: V il a} 

1 aeA J 

est V espace orthogonal à A. Montrer que 

(a) A 1 est la polaire de A par la relation _L . 

(b) A 1 est un sous-espace vectoriel fermé pour tout AcX, 

(c) A 11 = cl vect A y 

(d) (u J6 j^)- L = n i6 j^. 

(e) si Aj est un sous-espace vectoriel fermé pour tout j G J, alors 
(fljej Aj) 1 = cl vect Ujgj Af . 

(2) Soit A un convexe fermé d’un espace réel de Hilbert X. D’après la 
proposition 3.1, il existe un unique xa€ A tel que 

(X.18) \\x — xa\\ = dist(x, A). 

Montrer que (X.18) si et seulement si (y — xa,x — xa) < 0 pour 
tout y G A. 

(3) L’espace L 2 (— 7r, tt) à valeurs complexe avec le produit scalaire (X.ll) 
est un espace de Hilbert. Montrer que 

(a) l’ensemble {e n : n G Z}, où e n (x) := exp(mx), est une base de 
Hilbert de L 2 (— 7r, tt) complexe, 

(b) l’ensemble {h n : n G Z}, où h n (x) := sin(nx) si n > 1, h n (x) := 
cos (nx) si n < — 1 et ho(x) := 1 est une base de Hilbert de 
L> 2 {— tt, tt) réel. 



CHAPITRE XI 


Théorie spectrale 


La théorie spectrale fut initiée par Riesz et Fredholm dans leurs études 
des solutions des équations intégrales, qu’on représente comme une équation 
Fx = y, où F est un opérateur compact auto-adjoint. L’approche consiste 
à décomposer l’espace en sous-espaces consistant des vecteurs propres de F 
correspondant aux mêmes valeurs propres de F. Cette méthode s’applique 
aux équations intégrales, donc également aux équations différentielles 
admettant fonctions de Green. 



FIGURE XI. 1. Erik Ivar Fredholm (1866-1927), Erhard Schmidt 
(1876 - 1959) et Juliusz Schauder (1899 - 1943) 




1. Inégalité variationnelle 

Dans cette section nous allons établir un résultat concernant les formes 
bilinéaires généralisant la proposition X.3.1. 

Soit X un espace normé. Une application b : X x X —> R est dite forme 
bilinéaire si elle est linéaire séparément pour les deux variables. Une forme 
bilinéaire b est dite continue s’il existe une constante C telle que 

W*,v)l<C«||y|| 

pour tous x, y G X ; coercive s’il existe c > 0 tel que 
(XI. 1) \b(x,x)\>c\\x\\ 2 

pour tout x G X. En particulier, si X est un espace de Hilbert, alors 6(x, y) := 
(x, y) est une forme bilinéaire continue et coercive. 
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Théorème 1.1 (Stampacchia). Si A est un convexe fermé non-vide d’un 
espace de Hilbert X, et b est une forme bilinéaire, continue, coercive , alors 
pour tout f G X' il existe un unique ao G A tel que 

(XI.2) 6(a 0 , a-a 0 ) > (/, a - a 0 ) 

pour tout a G A. 

Démonstration. D’après le théorème X.5.1 de représentation de Riesz, 
on peut supposer que / G X, et que, pour tout a, il existe une forme linéaire 
continue Fa telle que b(a,y) = (Fa,y) pour tout y G X. Bien sûr, F est 
linéaire et comme |6(a, t/)| < C7||a||||2/|| et grâce à (XI.1), l’opérateur F est 
continu et 

(Fa, a) > c||a|| 2 . 

Donc le problème est celui de trouver un ao unique tel que 
(Fao, a — ao) > (/, a — ao) pour tout a G A, 
ou de façon équivalente, pour tout a G A et pour r > 0, 

{(rf - rFa 0 + a 0 ) - a 0 , a - ao) < 0. 

Autrement dit ao = Pa(7*/ — rFao + ao) la projection de sur A. Soit 
S r (a) = PA{rf - rFa 0 + a). 

Or 

||S r (ai) - S r (a 2 )|| < ||(ai - a 2 ) - r(Fai - Fa 2 )||, 

donc 

||S r (a 1 )-S r (a 2 )|| 2 

< ||ai - a 2 || 2 - 2r{(Fai - Fa 2 ), (ai - a 2 )> + 7- 2 ||J 7 ’(ai - a 2 )|| 2 
<||ai-a 2 || 2 (l-2rc + r 2 ||F|| 2 ). 

Si r = 0, alors (1 — 2rc + r 2 ||F|| 2 ) = 1 et min{l — 2rc + r 2 ||F|| 2 : r G M} est 
2c 

atteint r = -- et est inférieur à 1. Par conséquent, il existe un r et t < 1 

ll-nl 

tel que 

||S r (ai) — 5 r (a 2 )|| < Vt\\ai — a 2 || } 

et d’après le théorème VI.6.1 de point fixe de Banach, il existe un unique 
ao G A tel que S r ao = ao. □ 

Exemple 1.2. Si b(x y y) := (x,y) et / G X, alors (XI.2) devient 

(a — a 0 , / — ao) < 0, 

c’est-à-dire la condition (X.7) caractérisant l’élément xa — ao du convexe 
fermé A qui soit le plus proche d’un élément donné / de X. Ainsi la propo¬ 
sition X.3.1 découle du théorème 1.1. 

Si A est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors 
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Théorème 1.3 (Lax-Milgram). Soit b une forme bilinéaire continue 
coercive sur un espace de Hilbert X et A un sous-espace vectoriel fermé de 
X. Alors pour tout f G X' il existe un unique ao tel que 

b(a 0 ,h) = {f,h ) 

pour tout h G A. 


2. Opérateurs compacts 

Soit X, Y deux espaces normés. Un opérateur linéaire F : X —» Y est dit 
compact s’il est continu et si FB est relativement compact pour tout borné 
B. Il est dit de rang fini si dim (FX) < oo. Il découle de la proposition IX.4.3 
que tout opérateur continu de rang fini est compact. 

Le sous-espace K(X , Y) des opérateurs compacts dans l’espace des opéra¬ 
teurs linéaires continus L C (X,Y) est fermé (l’exercice 1). 

Théorème 2.1 (Schauder). Si X,Y sont deux espaces de Banach et si 
F : X —» Y est un opérateur linéaire et continu, alors F est compact si et 
seulement si F * est compact 

Démonstration. Soit B := {x e X : \\x\\ < 1}. Si F : X Y est 
compact, alors cl F(B) est une partie compacte de Y. Soit (/ n ) n une suite 
dans Y' telle que ||/ n || < 1 pour tout n. Nous allons montrer que ( F*f n ) n 
admet une suite extraite convergente, ce qui entraîne la compacité de F*. La 
suite 


(XI.3) {/n| c i F(B) : n < oo} 

est équicontinue sur un compact, et comme / n (0) = 0 pour tout n, (XI.3) est 
bornée. D’après le théorème V.4.5 d’Arzelà-Ascoli, il existe / G C{c\FB) et 
une suite strictement croissante (n^)^ telle que ( fn k \c\F(B))k converge vers / 
uniformément. En particulier, 

sup | fn k (Fx) - f(Fx) I 
xeB 

tend vers 0, quand k tend vers oo, donc 

sup \((F*fn k - F*f n ),x)\ = IIFVn* - F*f ni II 

xeB 

tends vers 0 quand k y l tendent vers oo, alors (F* f nk )k est de Cauchy, donc 
convergente grâce à la complétude de X'. 

Si F* est compact, alors par la première partie de la preuve, F** est 
compact. D’autre part, F ** coïncide avec F sur X. □ 


Théorème 2.2. Soit X un espace de Banach. Si F : X —» X est com¬ 
pact, alors 


dim (fix F) < oo 


et (%x — F) X est fermé. 
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Démonstration. Puisque F est compact et fixF c F(X), en posant 
B := {x G X : ||x|| < 1}, on observe que 

B fl fixF = F(B flfixF) C F(B) 

est relativement compact. Ainsi fixF est un espace vectoriel localement com¬ 
pact, donc la dimension de fixF finie. 

Pour montrer la seconde affirmation, considérons une suite ( y n ) n d’élé¬ 
ments de ( %x — F)X telle que y = lim n _>oo y n - Alors pour tout n, il existe 
x n G X tel que y n = x n — Fx n Comme fix F est de dimension finie, pour 
tout n il existe v n G fix F tel que 

\\x n ~ v n \\ = dist(x n ,fix F). 

Puisque v n = Fv n , 

Vn = x n - Fx n -v n + Fv n 

— ( x n — v n ) — F(x n — v n ) = h n — Fh ni 

où h n := x n — v n . Il s’ensuit que \\h n \\ = dist(/i n , fixF). 

Montrons que la suite ( h n ) n est bornée. Sinon, il existerait une suite 
( h nk )k telle que limfc_>oo 11^11 = oo. Comme ( y n ) n est bornée, en posant 
Wnll^nll := h n y on conclut que 

(XI.4) 0 = lim^oo ij^ii = lm*_K»(u; nfc - Fw nk ). 

Puisque F est compact, il existe une suite strictement croissante ( k p ) p 
telle que ( Fw nk ) p est convergente, donc selon (XI.4), il existe w tel que 

w = lim^oo w nkp = lim p _>oo Fw np . 

Comme F est continu, w = Fw , c’est-à-dire w G fixF et, d’autre part, 
d\st(w y G.xF) = 1, car la fonction distance est continue. 

Ayant prouvé que ( h n ) n est bornée, on utilise la compacité de F pour 
déduire l’existence d’une suite strictement croissante (: rik)k telle que ( Fh nk ) k 
est convergente, et, puisque y n = h n — Fh m la suite ( h nk ) k est également 
convergente et 

h := lim^_>oo h nk = y - limn^oo Fh nk = y - Fh y 

c’est-à-dire y — h — Fh G (ix — F)X. □ 

Lemme 2.3 (Riesz). Si L est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace 
normé X, alors pour tout e > 0 il existe h G X tel que ||/i|| = 1 et dist(/i, L) > 
1 — e. 

Démonstration. Soit x £ L. Comme L est fermé, dist(x, L) > 0. Il 
existe donc w G L tel que 

dist(x,L) < \\x — w\\ < i 1 - dist(x,L), 
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donc 


1 — e < dist(j 
= dist(-j 


X — w | 
X 




w 


x — w\\ \\x — w\ 


r.i- 


W 


\x-w\ 


, x — w 

= dist ( l. 


Ainsi 


\x-w\ 


h:= 


x — w 

Ik-wll 


vérifie les conditions du lemme. 


□ 


Théorème 2.4 (Alternative de Fredholm). SoitX un espace de Banach. 
Si F : X -» X est compact, alors 

(a) %x — F est injectif si et seulement s’il est surjectif, 

(b) dim(fi xF) =dim(fi xF*). 

Démonstration. Montrons que si A := ix — F est injectif, alors A 
est surjectif. Supposons qu’au contraire X \ AX ^ 0 et posons Xo := X 
et X n +i := AX n (c’est-à-dire X n = A n X). La suite ( X n ) n est strictement 
décroissante. En effet, si n était le plus petit élément de N tel que X n +\ = 
AX n = X n) alors il existerait xq G X n -i \ X n , donc Ax o G X n = X n +\. Par 
conséquent, il existerait x\ G X n avec Ax\ = Ax o, donc x\ ^ xq. 

D’autre part, X n est fermé pour tout n. En effet, observons d’abord 
que FX n C X n pour tout n G N. Ceci est vrai pour n = 0, et si n > 0 
et la propriété est vraie pour tout k < n, alors, pour tout y G X n , il existe 
x G X n -i tel que y = x—Fx ) donc Fy = Fx—F 2 x = A(Fx) et, comme Fx G 
X n -i par hypothèse de récurrence, Fy G X n . Puisque la restriction F\x n est 
compacte, X n = AX n -1 = (ix — F)X n -\ est fermé selon le théorème 2.2. 

Grâce au lemme 2.3 de Riesz, pour tout e > 0 il existe une suite ( x n ) 
telle que x n G X n , ||x n || = 1 et dist(x n , X n+ i) > 1 — e. Donc pour n > k 

Fx n - Fx k = Fx n - x n - ( Fx k - x k ) +x n -x k 
— ( Ax k Axji Xji ) x/j, 

et (Ax k — Ax n + x n ) G X k +i et par conséquent \\Fx n — Fx k \\ > 1 — e, ce qui 
n’est pas passible, car F est compact. 

Comme A = ix — F, alors A * = ix — F*. D’après (IX.23), si A est 
surjectif, alors A* est injectif, donc surjectif, et par conséquent, A*X = X' 
et puisque d’après (IX.22), (A*X' , )" L = ker A, l’opérateur A est injectif. 

Montrons d’abord que 

d* := dimker(ix — F*) < dimker(ix — F) =: d. 

Si d < d* ) alors il existe un espace supplémentaire L de (ix — F)X avec 
dimL = d* et un opérateur linéaire injectif non-surjectif A : ker(ix~ F) —> L. 
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Comme dimker(ix — P) < oo, alors d’après la proposition IX.9.6, il 
existe une projection linéaire continue P : X -» fix P. Observons que 

S=F+AoP 

est compact (car A o P est de rang fini). Il s’ensuit que ix — S est injectif. 
Effectivement siO = x — Sx = x — Fx — A(Px), c’est-à-dire 

x — Fx = A(Px), 

alors x — Fx = 0 = A(Px), car A (PX) est supplémentaire de (ix - F)X. 
Ainsi x G fix F et ainsi Px = 0, car A est injectif. Or P est une projection 
sur fix P, donc Px = x = 0. Par conséquent, ix — S est surjectif, ce qui 
donne une contradiction, car dans L\(ix — F — A o P)X ^ 0. On conclut 
que d* < d. 

En appliquant ce résultat à P*, on déduit que 

dim(fixP**) < dim(fixP*) < dim(fixP), 
et puisque fix P C fix P**, on conclut que d < d*. □ 

3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt 

Soit V et W deux espaces de Hilbert. Un opérateur P : V -» W est dit 
de Hilbert-Schmidt s’il existe une base {ej : j G J} orthonormale de V telle 
que 

Mrs = Dl fc ill 2<00 ’ 

jeJ 

où la somme est définie par (X.14). On appelle ||P||/ls la norme de Hilbert- 
Schmidt de P. Une application de l’inégalité (Schwarz) de Schwarz montre 
que \\F\\ < H^IIjïs. 

Proposition 3.1. La norme de Hilbert-Schmidt d } un opérateur ne dépend 
pas du choix de base. 

Démonstration. Soit {/< : i G 7} une autre base orthonormale de W. 
D’après l’identité de Parseval (X.17), 

im&s - En^n^EEK^i’^i 2 

jeJ j€J tel 

= EEite’-^)! 2 = Eii^n 2 = ii^ii^s- 

iei jeJ iei 

Si {ej : j G J} est remplacée par une autre base orthonormale de U, l’égalité 
au-dessus ne change pas. □ 

Soit X y Y deux intervalles fermés bornés de R. Si W est une partie fermée 
d’un espace euclidien, alors L 2 (W) désigne l’ensemble des classes d’équiva¬ 
lence (égalité presque partout) des fonctions carré-intégrables muni du pro¬ 
duit scalaire 

(g,h) := / g(w)h(w)dw. 

Jw 
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L’espace de Hilbert L 2 (W) est séparable, en particulier, ses bases de 
Hilbert sont dénombrables. 


Proposition 3.2. Si k G L 2 (X x Y), alors 
(XI.5) (Ku) (x ) = J k(x, y) u(y ) dy 

définit un opérateur de Hilbert-Schmidt de L, 2 (Y) dans L 2 (X). Tout opérateur 
de Hilbert-Schmidt est de la forme (XI.5). 

Démonstration. Si f e L 2 (X) et g e L 2 (Y) ) alors f<S>geL 2 (XxY) y 
où 

(f®g)(x,y) := f(x)g(y). 

Or, si {fi : i G /}, {gj : j € J} sont des bases orthonormales de L 2 (X) et 
L 2 (Y) respectivement, alors 


eJ} 

est une base orthonormale de L 2 (X x Y). Donc k — Yhj J2j a ijfi ® 9j> °û 
otij = fx x yk ' (fi O 9j) dx dy. Maintenant, d’après l’identité de Parseval 
(X.17), 


(XI.6) 


E ii^ii 2 =EEk^,/<)i 2 


3 * 


et 


(Kg h fi) = /,(/, k(x,y)gj(y) dyÿ fr(x) dx 

= k(x,y)fi(x)gj(y)dxdy= k ■ (fo® gf) dxdy, 

JYJX JXxY 


donc 


EP^I| 2 = EE / l fc • (h®9j)\ 2 dxdy= f f \k(x,y)\ 2 dxdy 

A A A J X x Y JY JX 


< 00. 


3 * 


Réciproquement, si K : L, 2 (Y) —> L 2 PO et (XI.6) est fini, alors 


k = E Y,( K 9v fi) fi ® 9j 

3 i 

est un élément de L 2 (X x y) pour lequel (XI.5). □ 

Corollaire 3.3. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact, comme 
une limite d } opérateurs de rang fini. 
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4. Résolvante, spectre, valeurs propres 

Soit F un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach réel X. On 
définit la résolvante p(F) de F 

p(F) := {À : F - Xix est bijectif} 

et le spectre cr(F) de F comme le complémentaire de la résolvante. 

Un nombre réel est dite une valeur propre de F si F — Xix n’est pas 
injectif. Autrement dit, À G R est une valeur propre de F si le sous-espace 
vectoriel {x E X : Fx = Àx} des vecteurs propres de F ne se réduit pas à 
{0}. 

Rappelons que tout opérateur linéaire continu bijectif d’un espace de 
Banach dans l’autre est un homéomorphisme (corollaire IX.7.4). 

Si F est compact et À ^ 0 est une valeur propre de F, alors d’après le 
théorème 2.4, F — Xix n’est pas surjectif. 

Proposition 4.1. Si X est un espace de Banach de dimension infinie 
et F : X -» X est un opérateur linéaire continu compact, alors 0 G (J(F). 

Démonstration. En effet, si 0 ^ cr(F) alors F~ l est continu, donc 
l’identité %x = F~ l F est compacte et, par conséquent, dimX < oo. □ 

Observons que 0 n’est pas forcément une valeur propre de F. 

Proposition 4.2. Si F est linéaire et continu, alors a (F) est fermé et 
inclus dans [—||.F||, ||.F||]. 

Démonstration. Montrons que si |A| > ||.F||, alors À G p(F). Effecti¬ 
vement, pour tout y G X, l’application x i->> j(Fx — y) est contractante, donc 
d’après le théorème VI.6.1 de Banach, il existe x tel que x = j(Fx — y), ce 
qui veut dire que Fx — Xx = y admet une solution pour tout y G X. 

Montrons que la résolvante est ouverte. Si Ào G p(F) alors tout À tel que 

|A-Ao| < || j p_ Aoi^H 

appartient à p(F). Montrons que pour un tel À ^ Ào et pour y G X, il existe 
x G X tel que 

(XI.7) Fx-Xx = y. 

Si un tel x existe, alors Fx — Xox = y + (À — Ào)x. Soit 

S v (x) := (A - Ao )(F - A 0 + x) ‘ 

Observons que l’opérateur S y est contractant si 

|A - A 0 |||(F — A 0 ix) -1 || < 1, 

et alors il existe x = S y (x), c’est-à-dire x vérifie (XI.7). □ 

Théorème 4.3. Si F est compact, alors tout X G cr(F) \ {0} est isolé. 
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Démonstration. Supposons que (A n ) n est une suite injective d’élé¬ 
ments de <r(.F)\{ 0 } et lim n _>oo A n existe. Nous montrerons que lim n _>oo A n = 
0 . 

Soit 0 ^ e n G ker(F — A n ix) et 

E n = lin{efc : 1 < k < n}. 

Alors l’ensemble {e^ : 1 < k < n} est linéairement indépendant : admettons 
le résultat à l’ordre n et supposons que e n +i = J2k= î a k^ky alors 

n n n 

A 71+1 ^ ^ — A n +ie n +i F e n+ i — ^ ^ &kFek — ^ ^ Q^/gAfce/g, 

fc=l fc=l fc=l 

donc Y %=1 ûjb(A n +i - A k)ek = 0 , ainsi ak(\ n +i - A&) = 0 et, par conséquent, 
a* = 0 pour tout 1 < k < n, ce qui est absurde. Ainsi ( E n ) n est strictement 
croissante. 

D’autre part, 

(F -X n i x )E n C E n - 1 . 

Effectivement, Ftk — A n ^k — (A k — A n )e^, donc (F — A n ix)ek G E^ si k < n 
et Fe n — A n e n = 0 . Selon le lemme 2.3 de Riesz, il existe une suite ( x n ) n 
telle que x n G E n , ||x n || = 1 et 

(XI. 8 ) dist(x n , E n - 1 ) > 1 — £. 

Donc, pour 2 < m < n, 


-Ë'ra—1 C E m C -En—1 C E n , 

et puisque les trois premiers termes à droite de l’égalité suivante 

FX m Fx n FX m — A m Xm , F x n ~ An^n 

“-x-H x m -:- x n 


An 


An 


appartiennent à E n - 1 , nous pouvons utiliser (XI. 8 ). Ainsi si A = lim n _>oo A n 7 ^ 
0 , alors il existe no tel que 0 < |A n |, |A m | < 2 |A|, donc 

\\Fx n - Fx m \\ > ^(l-e) 

pour n,m > no, ce qui donne une contradiction, car F est compact. □ 


5. Décomposition spectrale 

Soit X un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu F : X -» X 
est dit auto-adjoint si F* = F. On pose 

m = inf {(Fx,x) : ||x|| < 1} et M = sup{(Fx,x) : ||x|| < 1}. 

Proposition 5.1. Si F est un opérateur continu auto-adjoint, alors 
g (F) c [m, M] etm y M e cr(F). 
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Démonstration. Si A > M, alors puisque (Fx,x) < M(x, x), 

(Xx - Fx y x) = A(x,x) - (Fx y x) > A(x,x) - M(x,x) = (A - M)||x|| 2 , 

pour tout x G X. D’après le théorème 1.3 de Lax-Milgram appliqué à 
b(x y h) = (Xx — Fx, h), l’opérateur Xix — F est bijectif, donc A G p(F). 
Nous allons montrer que M G cr(F) y la preuve de m G a(F ) étant analogue. 
La forme 6(x, y) = (Mx — Fx y y) est bilinéaire, continue, symétrique et 

5(x, x) = (Mx — Fx y x) > 0. 

D’après l’inégalité (X.2) de Schwarz, 

|(Mx — Fx y y )| < (Mx — Fx y x)^(My — Fy y y)^ y 

donc en divisant cette inégalité par ||î/||, on déduit qu’il existe c(y) > 0 tel 
que 

(XI.9) || Mx — Fx || < c(y)(Mx — Fx y x}%. 

pour tout x G X. Si ( x n ) n est une suite telle que ||x n || = 1 et M = 
lim n _>oo (Fx n , x n ), alors grâce à (XI.9) lim n _>oo || Mx n - Fx n \\ = 0. 

Si M appartenait à p(F) y alors ( Mix — F)~ l serait continu, donc 

x n = (Mix - F)~ 1 (Mx n - Fx n ), 

et, par conséquent, lim^ooXn = 0, contrairement à ||x n || = 1. Ceci montre 
que M G cr(F) □ 

Proposition 5.2. Si F est auto-adjoint et cr(F) = {0}, alors F = 0. 

Démonstration. D’après la proposition 5.1, (Fx y x) = 0 pour tout 
xGl, donc 

2 (Fx, y) = (F(x + y),x + y) — (Fx, x) - (Fy, y) = 0 

pour chaque x, y G X donc F = 0. □ 

Théorème 5.3. Si X est un espace de Hilbert séparable , F : X -» X 
est un opérateur compact auto-adjoint, alors X admet une base de Hilbert 
formée de vecteurs propres de F. 

Démonstration. Puisque, en vertu du théorème 4.3, le spectre d’un 
opérateur compact ne peut avoir d’autres points d’accumulation que 0, cr(F) 
est dénombrable. 

Soit {A n : n G N} , où N C N, l’ensemble des valeurs propres distinctes 
de F , tel que Ao := 0 si 0 est une valeur propre de F. Posons 

E n :=ker(F- X n i x )- 

On sait déjà que 0 < dim E n < oo pour tout n > 1 et 0 < dimi?o < oo. Les 
sous-espaces E n sont orthogonaux, car si n ^ m,x n G E n et x m G E my alors 

A m( x n> x m) = ( x m Fx m ) = (Fx ny X m ) = A n (x n ,X m ), 

donc (A m - A n )(x n ,x m ) = 0 et alors (x n ,x m ) = 0. 
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Montrons que E := lin((J nGi y E n ) est dense dans X. Si y e E L alors 
Fy G £?-*-. Effectivement si x G E alors Fx G E , car E consiste des vecteurs 
propres de F, donc (x, Fy) = (Fx> y) = 0. La restriction Fq de F à E L est 
un opérateur compact et ct(Fq) = {0} parce que toute valeur propre de Fo 
est aussi celle de F. Ainsi l’espace des vecteurs propres de F est inclus dans 
E , donc orthogonale au domaine de Fq. 

Par conséquent, Fo = 0 et alors E 1 - = {0}. □ 

Puisque pour tout x G X et tout n G N il existe x n G E n telle que 
x = ^2neN x n> 

Corollaire 5.4. Si F est un opérateur compact auto-adjoint dans un 
espace de Hilbert X et {A n : n G N} est son spectre, alors pour tout x e X 
et tout ne N, il existe un vecteur propre x n correspondant à X n de sorte que 

Fx = ^ ^ Fx n = ^ ^ \ n x n . 
neN neN 

6. Théorie de Sturm-Liouville 

La théorie des équations différentielles linéaires, ordinaires et partielles, 
est un domaine où la théorie spectrale joue un rôle important. Elle permet de 
résoudre de telles équations en décomposant des espaces fonctionnels selon 
les valeurs et vecteurs propres des opérateurs différentiels correspondants. 



Figure XI.2. Charles Sturm (1803-1855) et Joseph Liouville 
(1809-1882) 

C’est pourquoi nous allons esquisser dans cette section la théorie spec¬ 
trale des opérateurs différentiels et ses applications aux problèmes dits aux 
limites. 

Considérons l’opérateur 

(XI.10) L(w) := (pw'Y — qWy 

où p,p*\q G C([0,1]) et p(x) > 0 pour tout x G [0,1]. Le domaine de L 
consiste des éléments de £ 2 ( 0 ,1) coïncidant presque partout avec un élément 
de C 2 ([0,1]) (l’espace vectoriel des fonctions 2-fois continûment dérivables). 
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Le problème de Sturm-Liouville consiste à trouver les fonctions w telles 

que 


(XI.11) 


L(w)(x) = -f(x), 
Bqw = 0 = B\w, 


où L est de la forme (XI. 10), / est continue et les conditions au bord sont 
données par deux opérateurs (de trace) de dimension 1, 


(XI. 12) 


Bqw = aow(0) + /3 0 it/(0), 
B\w = a\w(l) + /^^/(l), 


tels que a 2 + /3 q > 0 et a\ + /3 2 > 0. Les conditions au bord déterminent un 
sous-espace vectoriel auquel on restreint l’opérateur L. 


Exemple 6.1. Soit L\(w) := w n — A w pour w G C 2 ([0,1]). Cet opéra¬ 
teur correspond à (XI.10) avec p = 1 et q = A. La solution complexe générale 
de 


(XI. 13) w"-\w = 0, 

est w(x) = aé^ x + be~^ x , où a, 6 G C. Les conditions au bord 

(XI. 14) w(0) = 0 = w(l) y 

entraînent 0 = w(0) = a + b et 0 = w( 1) = ae^ + be~^. Par conséquent, 
b = —a et si a ^ 0, alors 

c^ = e-^, 

c’est-à-dire e 2v ^ = 1, donc il existe n G Z tel que 2y/\ = 2 tt n. Il s’ensuit 
que A est nécessairement de la forme A = —n 2 n 2 donc y/\ = ±.mn et, par 
conséquent, w(x) = a {e mnx —e~ mnx ) — 2aisinn7rx. On conclut qu’une partie 
réelle de la solution est 3fai;(x) = rsmn'KX pour n G N et r G R. 

Dans cet exemple, nous avons considéré la restriction L\ d’un opérateur 
linéaire L\ : C 2 ([0,1]) -» C([0,1]) à l’espace vectoriel 

W:={we C 2 ([ 0,1]) : w(0) = 0 = ti;(l)} . 

Compte tenu des applications, notamment aux équations aux dérivées par¬ 
tielles, on situe souvent L\ dans £ 2 ( 0 ,1) en précisant le sens dans ce cas de 
la dérivation et des conditions au bord, en obtenant ainsi le problème de la 
description du noyau de L\ : domL^ -» £ 2 ( 0 ,1). 

La recherche des w G W et A G R tels que L\w = 0 équivaut à la 
recherche des valeurs propres A et des vecteurs propres correspondants de 
l’opérateur A, défini par A w := w" (le laplacien uni-dimensionnel), restreint 
à W. Autrement dit, on cherche à déterminer les A et w tels que 


A w = A w. 
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Exemple 6.2. Pour le même problème (XI. 13), mais avec les conditions 
au bord, par exemple, 

(XI.15) ti/(0) = 0 = ti/(l), 

la solution générale w(x) = ae^ x + be~^ x de (XI.13) doit remplir les 
conditions (XI.15), c’est-à-dire 0 = z//(0) = y/\(a — b) et 0 = u/(l) = 
— be~ v ^). Or, À = 0 donne la solution constante égale à 0 et 
si À ^ 0, alors a = b et = e _v ^, donc, comme dans l’exemple 6.1, 
y/\ = ±i / Kn. Ceci donne w(x) = a{e mnx + e~ mnx ) = 2acosn7rx, donc c’est 
une solution réelle pour tout a G IR tout n G Ni. 

Proposition 6.3. U opérateur (XI. 10) vérifie la formule de Green sui¬ 
vante 

(XI. 16) f [uL(v) — vL{u )] dx = p [uv* — 

J o 

pour tous u y v G C 2 ([0,1]) 

Démonstration. L’exercice 3. □ 


On cherche les solutions de (XI. 11) de la forme 

w(x) — f G(x,y)f(y)dy. 

J o 

Une fonction G : [0,1] x [0,1] —M s’appelle une solution fondamentale ou 
une fonction de Green de L si G est continue, G x et G xx sont continues dans 
{{x,y) G [0,1] x [0,1] : x < y} et dans {{x,y) G [0,1] x [0,1] : y < x} et 

ftG(.,y)=0 = J3 1 G(-,y), 


(Green) 


LG(-,y)(x) = 0 pour x ^ y, 

Gx(v+,v)-G x (y-,y) = 


et pour tout y G [0,1]. 


Théorème 6.4. Si f est continue par morceaux et G est une fonction 
de Green pour (XI. 11), alors u est une solution de (XI. 11) si et seulement 
si 

(XI.17) u(x)= [ l G(x,y) f (y) dy. 

J o 

Démonstration. Puisque - est bornée, G x est bornée, donc on peut 

P 

passer avec — sous le signe d’intégrale dans (XI. 17), obtenant 
dx 

u'(x)=[ G x (x,y)f(y)dy. 

J o 
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Compte tenu de la discontinuité de G x en x = y , on tire 
u"{x) = J- J G x (x,y)f(y)dy + J G x (x,y)f(y)dy 

G xx (x, y)f{y) dy + f{x) [G x {x , x_) - G x (x , x+)] 
G xx (x,y)f(y) dy + f(x) [G x (x+, x) - G x (x-, x)] 

= J o G xx {x,y)f{y)dy-jj£ j, 

donc 

L{u){x) = [pu" + p'u' — qu] (x) 

\pG xx + p x G x - qG\ (x, y) f(y) dy - f(x) 

= f LG (•, y) ( x)f ( y)dy - f(x) = -f(x), 

J o 

car LG (-,y) =0 presque partout. 

Réciproquement, si u est une solution de (XI.11) avec des conditions au 
bord, alors en appliquant la formule de Green (XI. 16) à u et G, on obtient 

G(x,y) f{y) dy = f G{x,y) L(u)(y) dy 
Jo 

rl 

= / uL(G{x, ■)(y)dy + p [u'G - G'u]%+p [«'G - G'w ] 1 

J 0 

= (G'(x>x+) — G'(x,x —)) p(x)u(x) = —u(x). 

□ 

Si îzo est une solution de L(uo) =0 vérifiant Bquq = 0, alors une solution 
générale est de la forme cq^o, et u\ est une solution de L(u\) = 0 vérifiant 
B\U\ = 0, alors une solution générale est de la forme C\Ui. 

Si le Wronskian 

W(x) = =tio(œ)ui(*)-«i(*K(*) 

n’est pas nul, les deux familles de solutions sont indépendantes. Alors en 
x G]0,1[, les courbes de ces deux familles ne peuvent pas avoir un point de 
contact , c’est-à-dire x tel que cquq(x) — c\Ui(x) = 0 et cou' 0 (x) — ciu[(x) = 0, 
car ceci signifierait que cq = c\ = 0. 

Lemme 6.5. Si W est le Wronskian pour L de (XI.11), alors il existe 
a eR tel que p{x)W(x) = a. 
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Démonstration. On a W = uou[ — u f 0 ui et on calcule 

W 1 = UqU[ + UqUi - U^Uq - U\Uq 
= UqUi — U\Uq. 


donc 


(pW)' = p’W + pW’ 

= p'uou[ - p'u'qUi + p(uqUi - U\Uq) 

= uqL(ui) - uiL(uo) = 0 , 

car L est auto-adjoint et uo,ui satisfont aux conditions au bord. Donc 
p(x)W(x) est constante. □ 


Autrement dit, il y une constante c G IR telle que 
c (tio(x)«i(x) - «i(æ)«o(x)) = 

Par conséquent, en choisissant 

f cu 0 (x)ui(y), six <y, 

G(Xjy) = < , . , . 

I cu 1 (x)uo(y), si y < x, 

nous obtenons une coïncidence pour x = y, et 

G x (x,y)\ x = y + - G x (x y y)\ x=y - = c (uo(y)ui(y) - y^{y)ui{y)) 

= cW (y) = — 


p(y )* 


Si le problème (XI. 11) admet une fonction G telle que 

u(x) = f G(x y y) f(y)dy 
J o 

en est une solution, alors en posant / = —À u y nous transformons le problème 
des valeurs et des fonctions propres 

L(u) = À u 


au problème 


u{x) = —À / 

J o 


G{x , y) u(y) dy. 


Par conséquent, À ^ 0 est une valeur propre de L si et seulement si — j est 
une valeur propre de l’opérateur intégral ( Ku)(x) = /q 1 G(x y y)u(y) dy. 


Théorème 6.6. Si L est de type (XI.11) admet une fonction de Green, 
alors ses valeurs propres sont simples formant une suite (A n ) n décroissante 
vers —oo et il existe une base orthonormale ( v n ) n composée des fonctions 
propres correspondantes. 
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Démonstration. D’après le théorème 5.3, si (^-) n admet un point 
d’accumulation À, alors nécessairement À = 0. D’autre part, A n sont simples 
et sup n<00 A n < oo. En plus, leurs valeurs propres forment une base hilber¬ 
tienne, donc (A n ) n doit être infinie et lim n À n = —oo. □ 

La théorie de Sturm-Liouville est appliquée aux équations aux dérivées 
partielles. 

Exemple 6.7. L’équation de l’onde 


'U'tt — 'U'XX) 

(XI. 18) n(0, t) = u(l , t) =0, 

u(®,0) = f(x)\ u t (x, 0) = g(x), 

modélise une corde vibrante dans un plan, fixée à ses extrémités, telle que sa 
position au moment t — 0 est donnée par une fonction / et sa vitesse initiale 
(dans le même plan) par une fonction g. 

On suppose que u : [0,1] x]0, oo[ soit continue et 2 fois dérivable dans 
]0, l[x]0, oo[, les dérivées partielles de v par rapport rapport à x et t sont 
notée par v x et vt respectivement. Souvent on généralise les conditions ini¬ 
tiales comme les limites lim*_*o ||^(*>£) — /II 2 et ||t^(*>£) — ^|| 2 - Ainsi 

(XI. 18) peut être interprétée comme un problème d’évolution dans i 2 (0,1). 

En supposant qu’une solution est de la forme u(x , t) = w(x) • h(t) (sépa- 
ration de variables ), on obtient 

w(x) • h t t(t) = w xx {x)h(t) 


pour tout x G]0, 1[ et t > 0, il existe À G IR tel que 

hu{t) _ Wxx(x) _ . 
h(t) w(x) 

pour x et t pour lesquels u(x,t) ^ 0, c’est-à-dire le système d’équations 


(XI.19) 


r htt — A h — 0, 

\ w xx - Xw = 0. 

La seconde équation est celle de l’exemple 6.1. En conséquence, il existe 
n G N et a G IR tels que A n = —n 2 n 2 et w n (x) = asmnnx. Pour tout n, on 
résout la première équation de (XI. 19) 

htt + 7r 2 n 2 /i = 0. 


La solution générale (réelle) est h n (t) = a n cos7rnt+& n sin7r nt, où a n , b n G IR. 
Ainsi la solution générale de (XI. 18) est 

E oo 

_ sin 7r nx(a n cos mit + b n sin irnt) . 

Selon l’exercice X.3, {sin7rni : n G Ni}U{cos7rn£ : n G N} constitue une base 
de Hilbert dans 1^(0,1). Donc d’après les conditions initiales, 

/(x) = u(x, 0) = Y^Li a n sin7r nx, 

g(x) = u t (x, 0) = Kmi sin tttix, 


(XI. 20) 
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c’est-à-dire, 


a n = 2 [ f(x)smmrxdx, b n = — [ g(x)sinmrxdx, 

J o nn J o 

selon la méthode de Fourier. Si f,g G 1/2(0,1), alors les conditions initiales 
(XI.20) sont interprétées au sens de la convergence dans £ 2 ( 0 ,1). 

Exemple 6.8. L’équation de la chaleur 


Ut — Uxx > 

(XI.21) u(0,t) =u(l,t) =0, 

u(x, 0) = f(x), 

décrit à l’évolution de la température dans un fil conducteur isolé , dont les 
bouts sont maintenus dans la température constante 0 et dont la température 
initiale est donnée par /. En supposant qu’une solution est de la forme 
u(x y t) = w(x) • h(t), on obtient 

w(x) • h t (t) = w xx (x)h{t), 


donc il existe À G IR tel que 

h t {t) _ w 

XX M = a 

h(t) w(x) 

pour x et t pour lesquels u(x , t) ^ 0, ce qui devient 

(XI.22) \ h t - Xh - 0, 

v 1 ( w xx - Xw = 0. 

Comme avant, il existe n G N et a G IR tels que À n = —n 2 n 2 et w n (pc) = 
asmnnx. Pour tout n G N, on résout la première équation de (XI.22) en 
obtenant h n (t) = ae~ n2n2t . Ainsi la solution générale de l’équation de la 
chaleur (XI.21) est 

(XI.23) u(x , t) = _ x a n sin7r nx • e -7r2n2 *, 

et d’après les conditions initiales, 

E OO 

a n sin 7r nx, 

n =1 


OÙ 


a n — 



sin nirxdx . 


Exercices 

Solutions : pages 340-343. 

(1) Montrer que l’espace K(X,Y) des opérateurs compacts est fermé 
dans L c (X y Y). 
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(2) Montrer que si G : [0,1] x [0,1] —)> IR est continue, alors 

(Tu) (x) = [ G(x, y) u(y) dy 

J o 

est compact dans C([0,1]), donc dans £ 2 ( 0 , !)• 

(3) Soit p > 0 , 2/,<7 G C([ 0 , 1 YjyU.VyW e C 2 ([ 0 , 1]) et 

(XI.24) L(w) := (pu)')' - qw. 

Montrer 

(a) la formule de Green 

/ [uL(v) — vL(u)\ dx = p [uv 7 — vu'Ÿq • 

J 0 

(b) que L restreint aux w vérifiant 

aow(0) + Po w '(fi) = 0 = ql\w( 1) + /?]V(1), 
est auto-adjoint, 

(c) que toutes ses valeurs propres sont inférieures à 

— inf { q(x) : 0 < x < 1} . 

(4) Montrer que toute fonction de Green (XI. 16) est symétrique. 



ANNEXE A 


Nombres ordinaux 

1. Ordre 

Soit X un ensemble ordonné par <, c’est-à-dire, une relation binaire sur 
X vérifiant 

(A.l) x < x, 

(A.2) Xo < X\ A X\ < X2 => Xo < X2> 

(A.3) xo < xi A xi < xo => xo = x\. 

L’ordre strict < associé à < est défini par xo < x\ si xo < x± et xo ^ x\. 

Si X et Y sont deux ensembles ordonnés et / : X —ï Y est une application, 
alors / est dite croissante si 

Xo < Xl => /(xo) < /(xi), 
et strictement croissante si 

xo < Xi => /(xo) < /(xi). 

Bien sûr, une application croissante et injective est strictement croissante. 

Si / est croissante et bijective et si l’application réciproque f~ l est crois¬ 
sante, alors / s’appelle isomorphisme (d’ordre). Deux ensembles ordonnés 
X,Y sont isomorphe (X s’il existe un isomorphisme entre eux. Si A 

est une partie d’un ensemble ordonné X, alors notons 

MinA : ={a£A: V a<x\. 

MaxA : ={aGA: ÿ x < a). 

Si A = 0, alors Min A = Max A. ^ Si Min A (respectivement, Max A) n’est 
pas vide, alors c’est un singleton^ 2 ). On écrit alors Min A = {min A} et 
Max A = {max A}. 

La borne supérieure (supremum) sup B de B est définie comme le plus 
petit élément de l’ensemble {x G X : < x} (des majorants de B). 

La borne inférieure (infimum) inf A de A est définie comme le plus grand 

élément de l’ensemble {x G X : V b > x] (des minorants de B). 

1 beB ~ J v ) 

1. La proposition V X € 0 <P (x } a) est vraie pour tout a, donc {a G 0 : (x,a)} = 0. 

2. Si ao,ai G MinA, alors, d’après la définition, ao < ai et ai < ao, donc ao = ai 
d’après (A.3). 
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Un ensemble ordonné X est totalement ordonné si pour chaque couple 
xq,x\ G X, ou xo < x\ ou bien xo > x\. 

2. Bon ordre 

Un ensemble ordonné X est bien ordonné si Min A ^ 0 pour tout 
0 7^ A C X. Une partie d’un ensemble bien ordonné est bien ordonnée. 
Tout ensemble bien ordonné est totalement ordonné, car pour chaque couple 
xq,x\ G X , l’ensemble {xo,xi} admet l’élément plus petit des deux. 

Exemple 2.1. On voit facilement qu’avec l’ordre naturel, M,Q, Z et 
[0,1] ne sont pas bien ordonnés, tandis que N est bien ordonné^. 

Proposition 2.2. Soit X un ensemble bien ordonné et f : X -¥ X 
strictement croissante, alors pour tout x G X, 

x < f(x). 

Démonstration. Sinon, l’ensemble 

A := {x G X : x > f{x)} ^ 0. 

Comme X est bien ordonné, il existe xo = min A. Alors x\ := f(x o) < xo et, 
puisque / est strictement croissante, f(x i) < f(x o) = x\, c’est-à-dire x\ G A 
et xi < min A : une contradiction. □ 

Proposition 2.3. Si X est un ensemble bien ordonné et f : X —>* X est 
un isomorphisme (d’ordre), alors f est l’identité : f(x) = x pour tout x £ X. 

Démonstration. Si / est un isomorphisme, alors, d’après la propo¬ 
sition 2.2, x < f(x) et d’autre part y < f~ l (y) pour tout y G X, donc 
x < f{x) < / -1 (/(x)) = x. □ 

Proposition 2.4. Si X et Y sont bien ordonnés et isomorphes, alors il 
existe un seul isomorphisme entre X et Y. 

Démonstration. Si f : X -ïY et g : X —>Y sont des isomorphismes, 
alors g~ l o f : X -¥ X est un isomorphisme, donc d’après la proposition 2.3, 
g~ l o f = ix et par conséquent, g = f. □ 

Proposition 2.5. Si X , Y sont totalement ordonnés et f : X Y est 
une bijection strictement croissante, alors f est un isomorphisme. 

Démonstration. Montrons que / -1 : Y —ï X est strictement crois¬ 
sante. Si î/o < 2/1 niais il n’est pas vrai que f~ x (yo) < / -1 (2/i)> alors 
/ - 1 Ü/o) > f 1 (2/1), car l’ordre de X est total. Donc 

vo = /(/ _ 1 (yo)) > /(/ - 1 (î/i)) = vu 

ce qui est une contradiction. □ 

Cette proposition n’est plus valable pour un ordre qui n’est pas total. 


3. Toute partie non vide de N admet le plus petit élément. 
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Exemple 2.6. Soit X = 2t°- 1 > avec l’ordre défini par l’inclusion. On 
considère un second ordre < sur X défini par 0 < {0} < {1} < {0,1}. 
Alors l’identité est strictement croissante de (X , c) sur ( X , <) sans être un 
isomorphisme d’ordre. 


{ 0 , 1 } 


{ 0 } { 1 } 


0 

Figure A.l. Toute flèche représente l’inclusion stricte Ç . 


Si W est bien ordonné, alors pour tout x G W l’ensemble 
W(x) := {w G W : w < x} 

est appelé le segment initial de W correspondant à x. 

Proposition 2.7. Un ensemble bien ordonné n’est isomorphe à aucun 
de ses segments initiaux. 

Démonstration. Si W est bien ordonné, x G W et / : W -» W(x) 
est strictement croissante, alors f(x) G W(x) ) donc f(x) < x contredisant la 
proposition 2.2. □ 

Théorème 2.8 (Trichotomie). Si X,Y sont deux ensembles bien ordon- 
nés, alors on a une des possibilités : 

(1) X~Y 

(2) Il existe yo G Y tel que X ~ Y(yo) 

(3) Il existe xo G X tel que Y ~ X(xo)- 

Démonstration. Considérons la relation 

F := {(x,y) G X xY : X(x) ~Y(y)}. 

Alors F et F~ l sont injectives. Effectivement, si 2/o>2/i G F(x) alors Y(yo) ~ 
X(x) ~ Y(yi), donc 2/o — 2/i> e t de même pour F~ l . Par conséquent, il 

existe une application / : JF 1 ” 1 (y) —>* F(X) telle que F(x) = {f{x)} pour 

tout x G JF 1 ” 1 (y). 

Si (æo,2/o) G JF 1 , et h : X(xo) —ï Y(yo) est l’isomorphisme, alors pour 
tout x < xo on a X(x) ~ Y{Ji(x)), donc (x,/i(x)) G JF 1 et h(x) < yo . Ceci 
montre que / est strictement croissante et que si x < xo et xo G JF 1-1 (y), 
alors x G F~ l (Y). Symétriquement, si y < yo G F(X) alors y G F(X). 

Si F(X) = Y alors X ~ Y d’après la proposition 2.5, car / est stricte¬ 
ment croissante et bijective. 
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Si F(X) 7^ Y alors il existe 2/0 = min(y \ F(X)) et par conséquent 
F(X) = Y(yo). Nécessairement, F -1 (y) = X, car autrement il existe xo = 
min(X \ F ” 1 (y)) et Papplication / : X(xq) —ï Y(yo) est bijective et mono¬ 
tone, donc un isomorphisme, ce qui entraîne (£0,2/0) £ F en contradiction 
avec £0 = min(X \ F" 1 (Y)). Il suit que X ~ Y (yo). Symétriquement, si 
F(X) = y, mais F ” 1 (y) ^ X } alors il existe £0 = min(X \ F ” 1 (y)) et par 
conséquent X(£o) ~Y. □ 

Deux ensembles ordonnés ont le même type d'ordre s’ils sont isomorphes. 
Ceci définit une relation d’équivalence dans la classe des ensembles ordonnés. 
On note t{X) la classe d’équivalence de X. 

3. Nombres ordinaux 

Un (nombre) ordinal est un type d’ordre d’ensemble bien ordonné ®. 
La classe de tous les ordinaux est notée Ord. Pour tout ordinal /?, la classe 
{a G Ord : a < /?} est un ensemble®. 

On appelle 0, le type d’ordre de l’ensemble vide®, n le type de bon 
ordre d’un ensemble de cardinalité n. Tous les types d’ordres totaux d’un 
ensemble de n éléments sont équivalents ®. L’ordre naturel de l’ensemble N 
des nombres naturels est noté wo ou w. 

D’après le théorème 2.8, la classe des ordinaux est bien ordonnée par la 
relation suivante : a < /? s’il existent X, Y tels que t(X) = a, t(Y) = (3 et il 
existe y G Y tel que X ~Y(y). En particulier, 

0 <l<...<n<ü;o 
pour tout nombre naturel n. 

Exemple 3.1. Soit X un ensemble dénombrable infini. On a vu que uq 
est un bon ordre de X. Soit £00 G X et soit Xo := X \ {£<x>} = {x n : n G N} 
où tous les termes sont distincts. On définit 

V Xfi <C £ti-|_i <C £<x>* 

0<neN 

Ainsi ordonné X est bien ordonné. Son type s’appelle uo +1. On observe que 
le type de Xo est uq et que Xo est isomorphe avec le segment initial X(xoo) 
de X. 

Exemple 3.2. Dans les ensembles suivants 

0 ,{ 0 },{ 0 ,{ 0 }},{ 0 ) { 0 ) { 0 }}} ) 

considérons la relation d’appartenance G. C’est une relation d’ordre strict. 
On voit facilement que l’ordre associé (£ < y si x G y ou x = y) est bon. On 

4. Une autre définition équivalente de nombre ordinal , due à J. von Neumann : un 
ordre ordinal a est un ensemble bien ordonné transitif, c’est-à-dire tel que fi G a entraîne 
13 C a. 

5. Car elle est isomorphe à un ensemble bien ordonné. 

6. Il n’y en a qu’un, donc nécessairement bon. 

7. Les isomorphismes coïncident avec les permutations. 
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observe que t(0) = 0 ,t({0}) = l,t({0,{0}}) = 2,t({0, {0, {0}}}) = 3, 
etc. 


Tout ordinal a est le type d’ordre de l’ensemble de ses prédécesseurs 
{P G Ord : p < a). Effectivement, 

Proposition 3.3. Pour tout ordinal a , 

a = t{{p G Ord : p < o}). 

Démonstration. Soit X un ensemble bien ordonné tel que t(X) = a. 
D’après le théorème 2.8, p < a si et seulement s’il existe x G X tel que 
P = t(X(x)). Réciproquement, t{X(x)) < a pour tout x G X. Donc X ~ 
{P G Ord : p < a}. □ 

Théorème 3.4 (Zermelo). Vaxiome du choix implique que tout ensemble 
peut être bien ordonné. 

Démonstration. L’ensemble vide 0 est bien ordonné par 0. Si X ^ 0 
alors d’après l’axiome 1.2.2 du choix, il existe une application / : 2 X \{0} 

X , telle que f(A) G A pour tout 0 ^ A c X. Soit 

a 0 = f(X) et ap := f(X \{aç:Ç< p}) 
pourvu que X \ {a^ : £ < p} ne soit pas vide. On pose 
r := min{/3 : X = {a^ : £ < /3}}. 

Alors X = {a£ : £ < r} est un bon ordre de X. □ 

Proposition 3.5 (Successeur). Pour tout ordinal a, il existe le succes¬ 
seur de a, c’est-à-dire l’ordinal p le plus petit tel que a < p. 

Démonstration. Soit X un ensemble bien ordonné tel que t(X) = a. 
D’après le théorème 3.4 de Zermelo, il existe un bon ordre sur l’ensemble 2 X . 
Si p est le type d’un bon ordre sur 2 X , alors a < /3, donc il existe le plus 
petit ordinal dans {P G Ord : a < p} . □ 

D’ores et déjà nous utiliserons, sans mention, l’axiome 1.2.2 du choix et 
le théorème 3.4 de Zermelo que tout ensemble peut être bien ordonné. 

On note S{a) le successeur a. Un ordinal p est dit ordinal successeur 
s’il existe a tel que S (a) = p ; si un ordinal n’est pas successeur, alors il est 
dit ordinal limite. Par exemple, tout nombre naturel n > 0 est un ordinal 
successeur, et 0,u;o sont des ordinaux limite. On adopte la convention que 
sup 0 — 0. 

Proposition 3.6. Un ordinal p est un ordinal limite, si et seulement si 
P = sup {a : a < P}. 

Démonstration. Si p est un ordinal, alors, par définition, 
sup {a : a < P} = min{7 G Ord : V a < 7}. 
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Bien sûr, min {7 G Ord : V a <^ a < 7} < / 3 . Si /3 est ordinal successeur, alors 
S(min{7 G Ord : V a<J s a < 7}) = / 3 , sinon 

min(7 G Ord : V a < 7) = B. 

1 a<p ~ } 

□ 

Sur tout ensemble fini de cardinalité plus grand que 1, il existe plusieurs 
bons ordres. Plus précisément, si cardX = n alors il y en a n! bons ordres, 
mais tous ses bons ordres sont isomorphes. Par contre, sur un ensemble infini, 
il peut y avoir plusieurs bons ordres de type différent ( 8 ). 

Exemple 3.7. Soit X un ensemble infini dénombrable. Alors, il existe 
sur X un (bon) ordre isomorphe avec Tordre naturel de N. Soit J un ensemble 
dénombrable bien ordonné, fini ou infini, et {Aj : j G J} une partition de N 
(c’est-à-dire N = (J jej Aj et Aj fl A& = 0 si j ± k) telle que card Aj = No 
pour tout j G J. Soit / : N X une bijection. Alors pour tout x G X il 
existe j(x) G J et un seul tel que x G f(Aj^). Donc si xo ^ aq, alors on 
définit 

xn < æi ^ / i(*o) < i(*0. 

I K x o) = j(x 1) et / 1 (x 0 ) < f l (xi). 

Les ordres obtenus ainsi à partir de deux J de cardinalités différentes ne sont 
pas isomorphes. 

Si X est non dénombrable, alors tout type de bon ordre sur X et stric¬ 
tement supérieur à u>o, car il n’y pas d’injection / : X —> N. On note 

:= min {t(X) : cardX > No} . 

Si a est un nombre ordinal et X un ensemble. On appelle une suite de 
longueur a sur X une application £ t-ï xç de {£ G Ord : £ < a} dans X et 
on la note (xç)ç <a . Bien entendu, une suite (7 n )n au sens classique est un 
cas particulier (de longueur u>o)- 

Proposition 3.8. Toute suite décroissante d’ordinaux est stationnaire. 

Démonstration. Soit {7^ : £ < a } telle que £ < £ implique 7^ > 7^. 
Supposons qu’elle ne soit pas stationnaire, c’est-à-dire il existe une suite 
{£ n • n < a;} telle que {7^ : n < u;} a des termes distincts. 

Comme {7^ : n < u;} est bien ordonné, il existe no < u tel que 
7^ < 7^ n pour tout n < oj. Donc 7^ = 7^ pour tout no < n < u. 
Une contradiction. □ 

La limite d’une suite croissante (7^)^<a est définie par 
lim£_» a := sup {7^ : £ < <*} • 

8. On verra plus tard, que c’est vrai pour tout ensemble infini. 

9. Une telle partition existe toujours. Par exemple, si J est infini, alors on peut définir 
Aj := {n G N : 2 j \ n} pour n G N \ {0}. 
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Une suite ( 7 ^)£</? est dite continue , si 

lim= 7 ô 

pour tout ordinal limite ô < p. 

Proposition 3.9. Pour tout ordinal £, soit 7 ^ un ordinal On suppose 
que £ < £ implique 7 ^ < 7 ^. Si pour tout ordinal p, la suite ( 7 ç)ç</3 est 
continue , alors 

V§ (a < fi et 7 P = P). 

Ci fi ^ 

Démonstration. Soit 00 := a et a n +i := 7 an pour n > 0 . Puisque 
pour tout rj la suite ( / yç)ç<Tj est strictement croissante, a n +i = 7 an > a n > a 
pour tout n> 0 . Alors p := lim n _m, a n +i = limn-^ 7 an = 7 ^. □ 

Théorème 3.10 (Récurrence transfinie). Soit 7 un ordinal et P une 
partie de {a G Ord : a < 7 } telle que 

(A.4) 0 G P, 

(A.5) (V a G P) => p G P, 

v y a </?<7 y 

alors P = {a G Ord : 0 < 7 }. 

Démonstration. Sinon {a G Ord : a < 7 } \ P ^ 0 et alors il existe 
p = min({o G Ord : o < 7 } \ P). D’après (A.4)(A.5), fi G P : une contra¬ 
diction. □ 

Théorème 3.11 (Zorn-Kuratowski). Soit X un ensemble ordonné par 
<. Si pour toute partie totalement ordonnée L de X, il existe w G X tel que 
l < w pour tout l G L, alors pour tout x G X il existe un élément maximal 
u £ X tel que x < u. 

Démonstration. Soit x G X et xo := x. Supposons que nous avons 
trouvé une suite strictement croissante (x^)^ <0: d’éléments de X. Soit 

A a := {x G X : V xc < x}. 

Si A a 7 ^ 0 , alors d’après l’axiome 1.2.2 du choix, il existe x a G A a . Il 
existe un ordinal fi tel que Ap = 0 , car pour une suite (x^j^p d’éléments 
distincts de X, la cardinalité de fi ne peut pas dépasser cardX. Puisque 
{xç : £ < P} est totalement ordonnée, il existe u £ X tel que x^ < u pour 
tout £ < p. Mais comme Ap = 0 , on en déduit que u G {x£ : £ < /3}, donc 
u = max {æ£ : £ < P} et il n’existe pas dans X d’élément y > u. □ 

4. Arithmétique des ordinaux 

Si a est le type de X ordonné par <x et p est le type de Y ordonné par 
<y, alors la somme a + p est le type de l’union disjointe IU Y ordonnée 
par 

{ v G X,w £ Y ou 
v, w G X, v <x w ou 
v,w G Y, v <y w . 
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On observe que 

Donc l’addition n’est pas commutative. 

D’après l’exercice 3, 

Proposition 4.1. Soit a, P,'y ordinaux. 

( 1 ) Si a < p y alors 7 + a < 7 + p. 

( 2 ) Si a < P, alors a + 7 < p + 7. 

Le produit ap est le type de X x Y ordonné lexicographiquement à droite : 

D’après la proposition 3.6, l’ordinal 2 est le type d’ordre naturel de {0,1}. 
D’après la définition ci-dessus, ojq2 est le type d’ordre de 

(0,0) < (1,0) < ... < (n,0),... < (0,1) <(l,l)<...<(n,l),... 

pour tout 1 <n < u 0 , tandis que 2oj est le type d’ordre de 

(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1)... < (n, 0) < (n, 1),... 

En particulier, 

2wq = cjq < cj 0 2 = cjo + u>o- 
Il est facile de montrer que (voir l’exercice 3) 

Proposition 4.2. Soita^p^ ordinaux. 

( 1 ) Si a < p y alors 70 < 7/3. 

(&) Si a < p } alors 07 < P'y. 


La puissance est définie par récurrence 


û ü = 1, 

</ +1 := aP • a. 


P limite 


oP := sup^^c^. 


En particulier, on a 


0 < üjq < ojq 2 = uo + uo < ... < cüq := uquq 

< . . . < CJq° < . . . < OJ1 < OJ1 + 1 < OJi + OJ 0 . . . 

Pour tout ordinal a on définit Y ordre canonique de l’ensemble a x a := 
{(x,y) : x, y < o}, par l’ordre strict associé suivant : 

{ max(x 0 , 2 /o) < max(xi,yi) ou 

max(æ 0 ,2/o) = max(xi,î/i) et x 0 < xi ou 
max(xo,2/o) = max(xi,î/i) et xq = x\ et yo < y\. 


Par exemple, les premiers éléments pour -< sont : (0,0) -< (0,1) -< (1,0) -< 
(MH (0,2) -< (1,2) -< (2,0) -< (2,1) -< (2,2) etc. 
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Proposition 4.3. Pour tout ordinal 0, Vensemble 6x6 avec Uordre 
canonique est bien ordonné. 

Démonstration. Si 0 ^ A c 6 x 6, alors soit 

a 0 := min {max(/3, S) : (/3, S) G A} . 

Ceci existe car 0 ± {max(/3, ô) : (/3, S) G A} C Ord. Soit 

B := {(/3, ô) G A : ao = max(/3,5)} . 

Si p = c*o pour tout (/3, Æ) G B, alors Æo := min {5 : (ao,Æ) G B} vérifie 
(ao,Æo) = min A. S’il existe (/3,Æ) G B tel que p < ao, alors (/3,5) = (/3,ao), 
alors /3 0 := min{/3 : (/3, ao) G B} vérifie (/3 0 , ao) = min A. □ 

On observe que ax a:= {(£, rj) : £ < a, rj < a} est le segment initial de 
( 0 , a). 

Soit T(a, /?) le type ordinal de {(£,»?) : (£,»?) -< (a,/3)}. Si (a 0 ,fi 0 ) -< 
{pLhPi) alors r(a 0 ,/3 0 ) < r(oi,/3 1 ), car r(ao,/3 0 ) est un segment initial de 
iXai.ft). 

Proposition 4.4. Pot/r tout ordinal 6 il existe des ordinaux a et p tels 
que 6 = r(a,/3). 

Démonstration. Bien sûr, 0 = T( 0 , 0 ). Supposons que pour tout £ < S 
il existe des ordinaux xç,yç tels que r(xç,yç) = £. Alors 

sup {r(rç, y ( ) + 1 : £ < 6} = sup {£ + 1 : £ < 5} = ô. 

On conclut grâce au théorème 3.10. □ 

Soit 

(A. 6 ) 7 ( 0 ) := r(o, a). 

Comme la fonction 7 est strictement croissante, a < 7 ( 0 ). Observons que 
7 (^ 0 ) = ^o- 


5. Nombres ordinaux-cardinaux 

Pour tout nombre ordinal a on note carda, la cardinalité d’un ensemble 
bien ordonné de type a. Un ordinal a est dit ordinal-cardinal si card/3 < 
carda pour tout ordinal p < a. 

On note oj\ le premier ordinal non dénombrable. Bien sûr, 

= min {a G Ord : No < caïd a} . 

Exemple 5.1. Tous les ordinaux finis, u>o et u>i sont des ordinaux- 
cardinaux. Par contre, ojo + 1, u>o2, cjq ne sont pas ordinaux-cardinaux, car 
ils ont la même cardinalité que uo qui est un ordinal strictement petit que 
chacun d’entre eux. 
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Il existe donc une bijection entre les ordinaux-cardinaux et les cardinaux 
considérés dans la section 1.5. 

Il y a pourtant une distinction importante entre les ordinaux-cardinaux 
et les cardinaux. Dans le premier cas, Paddition n’est pas commutative, dans 
l’autre elle l’est. Par exemple, uo et u i sont des ordinaux-cardinaux. On a 
cji < cji + u>o, mais carda; i = cardon + cardon, comme on le verra par la 
suite. 

Il faut donc distinguer entre les deux types d’opérations arithmétiques 
sur les ordinaux-cardinaux et sur les cardinaux. 

Proposition 5.2. Pour tout ordinal fi il existe un ordinal-cardinal plus 
grand que fi. 

Démonstration. Pour tout ensemble X on définit le nombre de Hartogs 
h(X) = min {a : carda > cardX} . 

Puisque les bons ordres sur 2 X forment un ensemble et pour tout a G Ord 
avec carda = 2 cardX > cardX, h(X) existe. Si /3 G Ord, alors card/3 < 
/i(card/3), donc /3 < h( card/3). □ 

Corollaire 5.3. Pour tout ordinal /3, il existe le plus petit ordinal-cardinal 
A tel que /3 < A. Sa cardinalité est notée card(/3) + . 

Comme nous avons observé, u>o est l’ordinal-cardinal dénombrable infini, 
c’est-à-dire cardc^o = No- 

On définit d’autres alephs par N a +i := N+ et N a •= sup{N 7 : 7 < a} si 
a est un ordinal limite. 

Nous avons dit qu’il existe une correspondance bijective entre cardinaux 
et ordinaux-cardinaux. Le nombre ordinal-cardinal correspondant à N a est 
noté o; a , c’est-à-dire 

= cardon. 

Le plus petit cardinal non dénombrable est Ni. Le plus petit cardinal 
strictement plus grand que Ni est noté N2, ainsi de suite. On a donc, pour 
tout n naturel, 

0<n<No<Ni < ... < N n < N(*jo ^ N^Q-j-i < ... 

Corollaire 5.4. Tout cardinal infini est un aleph. 

Comme c = 2**° n’est pas dénombrable, 

N 0 < Ni < c. 

La proposition Ni = c (ainsi que son contraire : Ni < c) est indépendante des 
axiomes de la théorie des ensembles et s’appelle Y hypothèse du continué. 

10. L’hypothèse du continu fut formulée dans les années 1880 par Georg Cantor qui 
essaya de la démontrer sans succès. Kurt Gôdel montra en 1940 qu’elle n’est pas contra¬ 
dictoire avec le système ZFC, c’est-à-dire qu’on ne peut pas, à partir de ce système, 
montrer qu’elle soit fausse. Enfin, en 1963 Paul J. Cohen, à l’âge de 29 ans, a montré que 
l’on ne peut pas la déduire de ZFC, donc qu’elle est indépendante. 
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On peut Tajouter comme un axiome supplémentaire de cette théorie sans 
nuire à sa consistance. De la même manière, on peut ajouter Ni < c. Il en 
résulte deux théories cohérentes, ayant une partie de théorèmes communs, et 
une partie qui diffère (là où intervient l’hypothèse du continu ou sa négation). 

Théorème 5.5. N a • N a = N a pour tout ordinal a. 

Démonstration. Soit T{a,fi) le type d’ordre canonique de 

{((>v) : ((,v) -< (a, fi)} 

et j(a) := r(o, a) comme dans (A. 6 ). On montrera que j(cOa) '•= r(wa,Wa) = 
cü a pour tout ordinal a. C’est vrai pour a = 0 . 

Si {a : cü a -< 7 (cj a )} ^ 0, alors dans cet ensemble il existe l’élément a o 
le plus petit. Donc u ao est un segment initial de r(cj ao ,u;o! 0 ). Soit x,y < u ao 
tels que T(x>y) = u a . Puisque u; ao est limite, il existe un 8 tel que x,y < 
S < cJao- Or, 8 x 8 est un segment initial (donné par (0,5)) contenant x et y , 
on a cüqiq C T(Æ, 8) donc card (8 x 8) > N ao . Mais card (8 x 8) = card 8 • card5 
et par l’hypothèse card 8 • card 8 = card 8 < N ao : une contradiction. □ 

Ce théorème nous permet d’établir d’importants faits sur l’arithmétique 
des cardinaux. 

Théorème 5.6. Soit k, A des nombres cardinaux infinis. Alors 
(A.7) k = K + K = K - K, 

(A. 8 ) /ç + A = k • A = max(/c, A), 

(A.9) k < A=î>k a = 2 a . 

Démonstration. (A.7) D’une part, k < k + k < k • /c, et de l’autre, il 
existe un ordinal a tel que k = N a . Ainsi k • k = N a • N a = N a = /c, d’après 
le théorème 5.5. 

(A. 8 ) Si, par exemple, A = max(/c, A), alors, A</c + A</c-A, et d’après 
(A.7), /c • A < A • A = A. 

(A.9) En effet, k x < (2 K ) X = 2 max («.A) = 2 X d’après (A. 8 ). □ 

Exercices 

Solutions : pages 343-346. 

( 1 ) Montrer que, pour tout ensemble A d’ordinaux, 

(a) il existe l’ordinal sup A, 

(b) si tout a G A est limite, alors sup A est limite. 

(2) Montrer que si a < /3, alors il existe un unique ordinal 7 tel que 
a + 7 = /3. On le note fi — a. 

(3) Soit o,/3,7 ordinaux. Montrer que 

(a) Si a < fi, alors 7 + a < 7 + fi. 

(b) Si a < fi, alors a + 7 < fi + 7 . 
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(c) a + p = sup^a + £)• 

(d) u = supç <w (£ + u>) < u> + w. 

(e) Si a < /3, alors 7 a < 7 / 3 . 

(f) Si a < /3, alors <27 < ^ 7 . 

(4) Montrer que tout ordinal a est de la forme ao + n, où ao est un 
ordinal limite et n est naturel. 

(5) Un ordinal 7 est décomposable s’il existe a, /3 < 7 tels que a + /3 = 
7 ; sinon il est indécomposable. Notons Ord/ la classe d*ordinaux 
indécomposables. 

(a) Parmi les ordinaux suivants, quels sont ceux qui sont indécom¬ 
posables : ordinaux finis, cüo^o + 

(b) Montrer que tout ordinal-cardinal 7 est indécomposable. 

(c) Montrer qu’un ordinal 7 est indécomposable si et seulement si 
ol + 7 = 7 pour tout a < 7 . 

(d) Montrer que pour tout ordinal a il existe un choix unique 
de n < u;, ao > ai > ..., a n ordinaux indécomposables, et 
m 0 ,..., m n < u tels que 

a = a 0 m 0 + ûqrai + ... + a n ra n . 

( 6 ) Montrer que tout ordinal-cardinal infini est limite. 

(7) Montrer que la classe de tous les ordinaux n’est pas un ensemble. 

( 8 ) Soit 7 un ordinal. On définit sur 7 + 1 = {£ : £ < 7} la topologie 
canonique, où chaque £ < 7 est isolé et V est un voisinage de 7 
s’il existe £ v < 7 tel que {£ : £y < £ < 7 } C V. Montrer que la 
topologie canonique de (cüo + 1 ) x (u>i + 1) \ {(u>o,^i)} 

(a) est régulière, 

(b) mais n’est pas normale. 

(9) ( !) (R. Frié [14]) Soit cl a l’opérateur de fermeture algébrique dans 
M 2 (défini dans VIII.4). On définit cl Q a A := A et pour tout ordinal 
7 > 0 , 

Montrer que 

(a) cl ^ 1 est idempotent, 

(b) cl ^ 1 est l’opérateur de fermeture pour la topologie radiale (voir 
l’exercice III.34), 

(c) si 7 < cji, alors cl^ n’est pas idempotent. 



ANNEXE B 


Espaces topologiques compacts 


Dans le chapitre V nous avons défini les espaces métriques compacts en 
termes de suites. Puis nous les avons caractérisé, dans le théorème V.2.3 
de Borel-Lebesgue, en termes de recouvrements. Dans le cadre d’espaces 
topologiques, cette caractérisation devient définition. 

Un espace topologique X est dit compact si pour toute famille H d’ou¬ 
verts telle que X = (J Hen ^ ^ existe une sous-famille finie T-Lo de H telle 

queX = U H zHo H - {1) 

La définition de compacité que nous avons adopté dans le cas métrique, 
devient celle de compacité séquentielle dans le cas topologique général. 

Un espace topologique X est dit séquentiellement compact si pour toute 
suite ( x n ) n il existe une suite ( nk)k tendant vers oo et Xqq G X tels que 
( x n k )k converge vers Xqq. 

Dans le domaine des topologies générales, la compacité et la compacité 
séquentielle sont deux propriétés distinctes. Autrement dit, dans ce domaine 
le théorème de Borel-Lebesgue n’est plus valable, comme le témoignent les 
exemples 5.1 et 5.2. 


1. Grilles 

Si A et B sont deux familles de parties d’un ensemble X , alors nous 
disons que B est plus fine que A (et notons B > A) si pour tout A G A, il 
existe B £ B avec B c A. Bien sûr, si A C B alors A < B. 

Exemple 1.1. Si B est une base de voisinages de x ) alors B C V(æ), 
donc B < V(æ), mais aussi B > V(x). 

On dit que A grille B (en symboles, A#B) si AoB ^ 0 pour tout A G A 
et B G B. Si A = {A}, alors A#£? est une abréviation de {A} La famille 

A*i=\HcX: V HC\A^ 0 ] 

\ AeA J 

s’appelle la grille de A. 

Si D C X xY est une relation et A est une famille de parties de X , alors 
on note D{A) := {DA : A G A}. 

Proposition 1.2. Si A est une famille de parties de X, H est une 
famille de parties de Y et D C X x Y, alors 

D(A)#H ^ A#rr\H). 


1. Plusieurs auteurs ajoutent une condition supplémentaire que l’espace soit séparé. 
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Démonstration. Car DA DH ^ 0 équivaut h AnD~ l H ^ 0 d’après 

( 1 . 2 ). □ 

Corollaire 1.3. Si A est une famille de parties de X, H est une famille 
de parties de Y et f : X —> Y, alors 

f(A)#n <«=► A#r\n). 

2. Filtres 

Le concept de filtre est un outil très efficace, en particulier dans l’étude 
de la compacité. Les filtres généralisent à la fois les suites et les familles de 
voisinages. La notion de filtre est indissociable de celle de topologie (c/., la 
remarque 2.4). 

Soit X un ensemble non vide. Une famille non vide F de parties de X 
est appelée un filtre si 

(b.i) 0 i r, 

(B.2) Fo, Fi G F => Fo fl Fi G F, 

(B.3) F G F et F C G => G G F. 

Une famille B de parties de X est une base du filtre F sur X si B C F 
et B est plus fine que F. On dit alors que B engendre F et on note 

F=B t . 

Tout filtre est une base de soi-même. Pour qu’une famille non vide B de 
parties de X soit une base de filtre, il faut et il suffit que 

(B.4) 0 i B, 

(B.5) F 0 ,FiGB=> 3 BcB 0 nBi. 

BeB 

Remarque 2.1. Si F est un filtre, alors F C F#. Si B est une base 
d’un filtre F alors B# = F^. 

Un filtre F est dit libre si le noyau ker(F) := ^ est v ^ e * Si 

0 ^ A C I, alors la famille {H C X : A C H} s’appelle le filtre principal 
(de A). 

Exemple 2.2. Soit ( x n ) une suite sur X. La famille 
{{xk : k > n} : n G N} 

est une base de filtre. Un filtre engendré par une suite s’appelle séquentiel 

Exemple 2.3. L’ensemble V{x) de tous les voisinages d’un élément x 
d’un espace topologique est un filtre. On observe que x G V pour tout 
V G V(x). 


2. Traditionnellement, les filtres engendrés par des suites s’appellent filtres de Fréchet. 
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Remarque 2.4. Réciproquement, tout filtre définit une topologie. Si J 7 
est un filtre libre sur X , alors on définit la topologie associée à J 7 sur Xü{oo}, 
où oo ^ X : tous les éléments de X sont isolés et V est un voisinage de oo 
si (et seulement si) V fl X G J 7 et oo G V. Autrement dit, O est ouvert pour 
cette topologie si oo G O entraîne O fl X G J 7 . 

Si J 7 est un filtre sur X qui n’est pas libre, alors la topologie associée à 
J 7 sur X est définie comme suit : V(x) := J 7 pour tout x G ker(,F) et x est 
isolé si x £ ker(,F). 

L’ensemble des filtres sur X est muni de l’ordre d’inclusion C induit 
de 2 X . Cet ordre coïncide avec la relation < introduite pour des familles 
quelconques de parties. 

Si F est un ensemble de filtres sur X ) alors l’infimum /\F de F est, bien 
évidemment, 

Proposition 2.5. Si J 7 et G sont deux filtres sur X } alors le supremum 
J 7 y G existe si et seulement si F#G- 

Démonstration. Par définition, F#G si et seulement si F fl G ^ 0 
pour tout F e J 7 et tout G G G, ce qui veut dire que 

{FDG:Fe F>GeG} 

est une base de filtre. Bien entendu, c’est le plus petit filtre incluant J 7 et Gy 
donc il est égal à J 7 V G- □ 

Plus généralement, T\ V 7^ V ... VJ n = {f]k=i Fk • Fk € ? fe} pourvu 
que Ç^ =l Fk ^ 0 pour tout choix F\ G J 7 \ ) F 2 G J 7 ^ , ...,F n G F n . Enfin, si 
F est un ensemble de filtres sur X ) alors le supremum \J F de F existe si et 
seulement si \j H existe pour toute partie finie H de F. Dans ce cas, 

V F = |J{V H : H C F, card H < oo}. 

Le filtre sur X le plus grossier (le plus petit élément pour cet ordre) est le 
filtre principal de X tout entier. 

Un filtre U est appelé un ultrafiltre s’il est maximal , c’est-à-dire si G est 
un filtre tel que G > U ) alors G = U. 

Proposition 2.6. Pour tout filtre J 7 il existe un ultrafiltre U plus fin que 
J 7 . 


Démonstration. Si F est une famille de filtres sur X totalement 
ordonnée, alors es ^ auss i un filtre, donc d’après le théorème 1.2.3 

de Zorn-Kuratowski, la proposition est démontrée. □ 

Corollaire 2.7. Si TyG sont deux filtres, alors FftG si et seulement il 
existe un ultrafiltre U tel que U > J 7 et U > G- 

Proposition 2.8. Un filtre G est un ultrafiltre si et seulement si 
(B.6 ) G 0 U Gi G G => {G 0 G G V Gi G G). 
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Démonstration. Montrons d’abord que G est un ultrafiltre si et seule¬ 
ment si 

(B.7) AiQ=^A c eQ. 

En effet, si G n’est pas maximal, alors il existe A £ Q tel que Q U {A} est 
une base de filtre ; en particulier, pour tout G G Q, on a G fl A ^ 0, donc 
A c Q. 

Si maintenant il existe une partie A telle que A £ Q et A c £ G, alors la 
deuxième relation entraîne que AnG ^ 0 pour tout G G Q. Par conséquent, 
{A fl G : G G G} engendre un filtre strictement plus fin que Q. 

Pour conclure observons que (B.6) entraîne (B.7) ; d’autre part, si Go ^ Q 
et G\ £ G , alors, vu (B.7), G^G\ G G , donc (Go U G\) c = G§ fl GJ ^ G 
d’après (B.2). Donc Go U G\ £ G> ce qui prouve (B. 6). □ 

Lemme 2.9. Un filtre F est un ultrafiltre si et seulement si T# = F. 

Démonstration. Nous avons déjà vu que F C F# pour tout filtre F. 
Si F est un ultrafiltre et H G F&, alors J 7 V H := {F fl H : F G F} est une 
base de filtre et comme F est maximal, F V H < F. En particulier, H e F. 
S’il existe H G F&\F alors FWH > F mais F n’est pas plus fin que FVH , 
donc F n’est pas maximal. □ 

Si F est un filtre sur X ) alors f(F) est une base de filtre sur Y. 

Proposition 2.10. Si U est un ultrafiltre sur X et f : X Y, alors 
f(U) est une base d’ultrafiltre sur Y. 

Démonstration. Si H#f(U) alors f~ l (H)#U donc f~ l (H) e U et 
par conséquent H D f(f~ 1 (H)) G /(ZY), donc f(U) est un ultrafiltre d’après 
le lemme 2.9. □ 


3. Convergence des filtres 

Si X est un espace topologique, alors pour tout x G X ) la famille V(x) 
(des voisinages de x) est un filtre. 

Un filtre F sur X converge vers x (x est une limite de F) 

x G Lim F 

si F > V(x). En particulier, x G LimV(x). Plus généralement, pour une 
famille B de parties de X on note x G Lim# si B est plus fine que V(x). 

Si Lim J 7 est un singleton, alors on note lim J 7 son unique élément, c’est- 
à-dire Lim J 7 = {lim J 7 }. 

Proposition 3.1. Pour qu’une topologie soit séparée il faut et il suffit 
que card(Lim F) < 1 pour tout filtre F. 

Démonstration. Une topologie n’est pas séparée si et seulement s’il 
existe deux éléments distincts #o, #i tel que V^n V\ ^ 0 pour tout Vo G V(#o) 
et tout Vo G V(aq), c’est-à-dire V(xo)#V(xi). De façon équivalente, le filtre 
V(#o) V V(x\) existe et, bien entendu, converge vers xq et vers x\. □ 
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Proposition 3.2. Une suite ( x n ) converge vers x si et seulement si le 
filtre engendré par ( x n ) converge vers x . 

Démonstration. Par définition, x G Lim^oo x n si pour tout voisinage 
V de x, il existe ny tel que {x n : n > ny} C V. □ 

En ternies de filtres, 

x G c\A *<=> 3 x G Lim F. 

F3A 

En effet, x G cl A si et seulement si pour tout voisinage V de x, on 
a V fl A ^ 0, c’est-à-dire {V fl A : V G V(x)} est une base de filtre notée 
V(x) V A. Bien évidemment, A G V(x) V A et V{x) V A converge vers x. ® 

Proposition 3.3. Une application f : X Y est continue en x si et 
seulement six G Lim T implique f(x) G Lim/(J 7 ). 

Démonstration. Soit / continue et x G Lim J 7 . Si V G V(f(x)) alors 
G V(x) C F. Par conséquent, V D /(/ _1 (V^)) G /(J 7 ), c’est-à-dire il 
existe F G F tel que /(F) C V, donc /(F) > V(x). 

Inversement, la condition implique que f(V(x)) est plus fine que V(/(x)), 
ce qui veut dire que pour tout V G V(/(x)) il existe W G V(x) tel que 
f(W) C V et par conséquent W C /" 1 (/(W r )) C donc /"^V) G 

V(x), c’est-à-dire f(x) G Lim/(F). □ 

4. Compacité 

Rappelons qu’une partie K d’un espace topologique X est dite compacte 
si pour toute famille % d’ouverts telle que K C (J heu d existe une sous- 
famille finie % de H telle que K C UheUqH- Ën Particulier, un espace 
topologique X est compact, si la partie X de X est compacte. 

Exemple 4.1. Considérons la topologie de Sierpinski $ sur {0,1} de 
l’exemple III.3.3. Les ouverts sont 0, {1} et {0,1}. Toute partie de {0,1} est 
compacte, car finie. Cependant {1} n’est pas fermée. 

Proposition 4.2. Une partie K d’un espace topologique est compacte si 
et seulement si K C l LimW ^ 0 pour tout ultrafiltre U tel que K EU. 

Démonstration. Supposons que K est compact et U est un ultrafiltre 
avec K G U. Si U n’est pas plus fin que V(x) pour tout x E K, alors pour 
chaque x il existe un ouvert O x contenant x et tel que O x £ U. Comme 
K C d existe une partie finie F de K telle que K C \J x€ pO x 

donc U X £fO x G ZY, et par conséquent il existe x G F tel que O x G U 
contrairement à l’hypothèse O x £ U. 


3. Dualement, x G int A si et seulement si pour tout filtre convergeant vers x, on a 
Ae F Comme conséquence, une partie O est ouverte si et seulement si tout filtre T pour 
lequel lim T G O contient O. 
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Réciproquement, si K n’est pas compact, alors il existe une famille d’ou¬ 
verts H telle que K C (J Htu H et K \ {jneuo H ^ 0 pour toute famille 
finie Ho <Z H > alors 

B := { K H H H c :HoCH, cardfto < oo) 

est une base (composée de fermés) de filtre. Soit U est un ultrafiltre plus fin 
que B. S’il était convergent, alors LimW C CÏBeB-^ = K fl # c = 0 > 

ce qui nous donne une contradiction. □ 

Proposition 4.3. Si f : X Y est continue et K est une partie com¬ 
pacte de X, alors f(K) est compacte. 

Preuve (en termes de recouvrements). Si H est une famille d’ou¬ 
verts telle que f(K) C alors K c c U 

Comme / est continue, / _1 (iî) est ouvert pour tout H G H ) donc d’après 
la compacité de K , il existe une sous-famille finie Ho de H telle que K C 
Uj/efto P ar conséquent, 

'W C I~U„ /(/-(")) = U„ 6Wl b . 

□ 

Preuve (en termes de filtres). Si W est un ultrafiltre tel que 
f(K) G W, de façon équivalente f(K) G W#, alors, d’après le corollaire 
1.3, K G / -1 (W)#, donc il existe un ultrafiltre U plus fin que / _1 (W) V K 
et LimW fl K ^ 0. Comme / est continue, Lim/(ZY) fl f(K) ^ 0. D’autre 
part, W#/ _1 (W) et d’après le corollaire 1.3, /(W)#VV. Comme f(U) est une 
base d’ultrafiltre et W est un ultrafiltre, f(U) est une base de W. □ 

Théorème 4.4 (Tikhonov). Le produit Yljej Xj es t compact si et seule¬ 
ment si Xj est compact pour tout j G J. 

Démonstration. Si YljejXj alors, d’après la proposition 4.3, Xj est 
compact pour tout j G J, car toute projection est continue. 

Réciproquement, si Xj est compact pour tout j G J et U est un ultrafiltre 
sur Yljej -Xj» alors 7 Vj(U) est un ultrafiltre sur Xj ) donc il existe Xj G Xj avec 
Xj G Lim 7 Tj(ZY), donc 7 Tj(U) > Vxj{%j) pour tout j G J. Par conséquent, 
U > V jç,j Vxj(%j) et ce dernier est le filtre de voisinages de x tel que x(j) := 
Xj pour tout j G J. Ceci signifie que x G LimZY. □ 

Par conséquent, 

Corollaire 4.5. Si X est un espace topologique, alors une partie fermée 
de C(X , E) est compacte pour cr(X> E) si et seulement si elle est simplement 
bornée. 

Les propositions V.4.1, V.4.4, V.4.4 et le théorème V.4.2 restent valables 
si X est un espace topologique. Ainsi le théorème V.4.5 d’Arzelà-Ascoli 
s’étend au 
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Théorème 4.6 (Arzelà-Ascoli). Si X est un espace topologique séparé 
compact , alors une partie fermée de C(X y E) est compacte pour la topologie 
de la convergence uniforme si et seulement si elle est bornée et équicontinue. 

Démonstration. Notons a la topologie de la convergence simple et r 
la topologie de la convergence uniforme. Si T est une partie de C(X, E) 
compacte pour r, elle est compacte pour a d’après la proposition 4.3. En 
vertu du théorème 4.4 de Tikhonov, {f(x) : / G F} est compacte dans E, 
donc bornée, pour tout x G X. 

Si T n’est pas équicontinue, alors existe x G X et e > 0 tels que pour 
tout V G V(x), il existe fy G T et xy G V avec \fy(xy) — fy(x)\ > e. 
D’après la compacité de J 7 , il existe /oo dans l’adhérence du filtre engendré 
par {{fy : V C W} : W G V(x)} . Soit W G V(x) tel que 

sup (|/oo(w) - foo(x)\ : w G W} < | 

et sup{|/jy(v) - /oo(v)| :veX) < 

Alors 

e < \fwfaw) ~ fw(x)\ 

< I fw(xw) - foo(xw)\ + \foo(xw) - foo(x)\ + \foo{x) ~ f W (x) | < € 
est une contradiction. 

Supposons que T soit r-fermée, bornée et équicontinue. Puisque T est 
bornée, donc simplement bornée, cl a T est cr-compacte grâce au théorème 
4.4 de Tikhonov, et comme T est équicontinue, cl a T est équicontinue selon 
la proposition V.4.4. Puisque a et r coïncident sur cl a J r ) alors T = cl T T = 
cl a T est r-compacte. □ 

5. Compacité versus compacité séquentielle 

Comme nous l’avons dit, en général ni la compacité implique la compacité 
séquentielle, ni vice versa. 

Exemple 5.1 (espace compact non séquentiellement compact). Soit 

x = T] r ,{0,1} 

muni de la topologie-produit, où {0,1} est muni la topologie discrète. D’après 
le théorème de Tikhonov, X est compact. Soit 

E °° r jn L 
n =1 2 n ’ 

la représentation de r avec r n G {0,1} (en série finie s’il y a deux représenta¬ 
tions). Les éléments / de X sont des fonctions / : [0,1] —> {0,1}. Considérons 
une suite ( f n ) n C X définie pour tout r par 

fn{r) = r». 

Cette suite n’admet aucune suite extraite convergente. En effet, supposons 
que ( fn k )k converge vers /. Alors, pour tout r G [0,1], il existe k(r) G N tel 
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que f nfc {?) = f( r ) P our k > k(r). Ceci donne une contradiction si r a un 
nombre infini de 0 et un nombre infini de 1 parmi ( r nk )k . 

Exemple 5.2 (espace séquentiellement compact non compact). Soit X 
le sous-espace de rire[o,i]{0> 1} f° rm é des / pour lesquelles l’ensemble 

*(/) := {r ■ f(r) £ 0} 

est (au plus) dénombrable. Bien sûr, X n’est pas égal à rire[o,i]{A !}• D’autre 
part, X est dense, donc n’est pas fermé et, par conséquent, n’est pas compact. 
En effet, pour tout /o G n ne [ 0) i]{0,1} et tout voisinage V de /o, il existe une 
partie finie F de [0,1] telle que 

(B.8) {f€X: V f(s) — fo(s)} 

s€F 

est un voisinage de /o inclus dans V. L’élément f de X tel que s(x) = F et 
qui coïncide avec /o sur F appartient à (B.8), donc à V. 

Soit (f n )n une suite dans X. L’ensemble S = UneN s (fn) est dénom¬ 
brable. Puisque {0,1} est séquentiellement compact, l’espace rires{0> 1} es ^ 
séquentiellement compact et homéomorphe à un sous-espace de X. 

En conséquence, il existe une suite convergente extraite de (/ n )n- 


6. Topologie de Stone 

La topologie de Stone est la compactification de Cech-Stone de l’espace 
dénombrable discret, par exemple celui des nombres naturels. C’est un cas 
particulier de compactification de Cech-Stone d’un espace topologique com¬ 
plètement régulier W. 

Soit X un ensemble dénombrable infini et fiX l’ensemble des ultrafiltres 
sur X. Si A est une partie de X, alors notons 

(B.9) P{A) :={UefiX:AeU}. 

Observons que pour chaque couple i4o,i4iCX, ona 

(B.10) f3(A 0 nA 1 ) = /3(A 0 )n/3(A 1 ). 

6.1. Les ouverts. La topologie de Stone fi sur fiX est définie moyen¬ 
nant ses voisinages : B est un voisinage de U G fi(X) s’il existe U G U tel 
que fi(U) C B. Notons que pour tout ici, l’ensemble fi(A) est ouvert 
pour la topologie de Stone, car fi(A) est un voisinage de tout U G fi (A). 


4. Un espace topologique X est dit complètement régulier si pour tout fermé A et 
x £ A il existe une fonction continue / : X —y R telle que f(A) = 0 et f(x) = 1. 

5. On sait (c.f. [12, Theorem 3.6.11] que toute base d’ouverts de fiX a la cardinalité 

supérieure ou égale à 2 card x et que la cardinalité de fiX est 2 2 ° 4 5 & 
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6.2. Disconnexité. La topologie de Stone est zéro-dimensionnelle. En 
effet, pour tout A C X ) l’ensemble P(A) est fermée, car 

(B.Il) 0X\0(A) = 0{X\A). 

Effectivement, si U est un ultrafiltre sur X tel que U £ P(A)> autrement dit, 
A £ U , alors X\ A GW, donc, de façon équivalente, U G P(X \ A). 

6.3. Séparation. La topologie de Stone est séparée. En effet, si W, W 
sont deux ultrafiltres distincts, alors il existe A EU\W. Par conséquent, 
X \ A G W, donc P(A) est un voisinage de W, tandis que P(X \ A) est un 
voisinage de W disjoint de P(A) d’après (B.11). 

6.4. Compacité. La topologie de Stone est compacte. Soit V un recou¬ 
vrement par des ouverts de PX. Alors pour tout U il existe Au G U et 
Pu tV tel que U G P(A ) C Pu . ^ Bien entendu, {P(Au) : U G PX} est un 
recouvrement par des ouverts de PX. S’il n’existe pas une partie finie F de 
PX pour laquelle {P(Au) : U G F} est un recouvrement de /3X, alors pour 
toute partie finie F de PX ) 

ru/x* \*<)=i>x\ u U6F h**) * 

Or Hw €F ^(X \ Au) = /0(flwep(-^ \ Au)) d’après (B.10). Par conséquent, 

(B.12) g = {H W6F (^\4):Pc W,F finie} 

est une base de filtre. Soit W un ultrafiltre incluant Q. D’après (B.12), il 
existe Ayv G W tel que X \ Ayv G £ C W, ce qui donne une contradiction. 

6.5. Séparabilité. Si X est dénombrable , alors PX est séparable. En 
effet, 

{/*({*»:*€*} 

est dense dans PX ) car pour tout U G PX et tout U G U il existe x EU (car 
U est non vide). Par conséquent, P{{x}) G P(U). 

Si X est dénombrable infini, alors P 0 X := PX \ {/3({#}) : x G X} est 
compact mais n } est pas séparable. Puisque pour tout x G X ) l’ensemble 
P{{x)) est ouvert, P 0 X est une partie fermée de PX ) donc P 0 X est com¬ 
pact. 

Si (i U n ) n est une suite d’éléments de PqX, alors, par récurrence, il existe 
une suite ( U n ) n de parties infinies disjointes de X telle que P(U n ) \ U n est 
un voisinage de U n dans PqX. Si x n G U n pour tout n G N, alors U := 
{x n : n G N} est presque disjoint de U n pour tout n G N. Par conséquent, 
P(U)\U est un ouvert non vide de P 0 X disjoint de { U n : n G N}. Ceci montre 
également que P§X n’a pas de base dénombrable d’ouverts. 

Nous allons montrer que si X est dénombrable infini, alors la cardinalité 
de PX est 2 e . 

Nous avons vu (la proposition IV. 1.2) que la cardinalité d’un espace 
métrique séparable ne dépasse pas le continu c. Nous avons également vu 

6. Autrement dit, {P(Au : U E PX} est un raffinement de V. 
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(la proposition IV.1.6) que tout produit dénombrable d’espaces métriques 
séparables est séparable. Nous montrerons maintenant que tout produit de 
c = 2 n ° espaces topologiques séparables est encore séparable. Par conséquent, 
il ne peut pas être métrique. 

6.6. Théorème de densité. Soit X un espace topologique. Le plus 
petit cardinal k tel qu’il existe une partie dense A de X telle que card A = /c, 
s’appelle la densité de X et est notée d(X). Le plus petit cardinal k tel qu’il 
existe une base d’ouverts de cardinalité A de X s’appelle le poids de X. 

Proposition 6.1. Si X est un espace topologique discret de cardinalité 
k, alors la densité de Yite2 K X est k. 

Démonstration. Le produit ïlten 1}) où {0,1} est muni de la 
topologie discrète, admet une base B de cardinalité /c, par exemple, celle com- 
posée de {/ G rite* {°>*} : /(*<) = «»» * = 1» • • •. «}> où n < w, a< G {0,1} 
et t{ G k. Soit T l’ensemble des parties finies disjointes {B\ y ... ,B n } de B 
(n < u y Bk G B pour 1 <k<n). Alors card T = k. Soit A l’ensemble des 
éléments F de Ylt€ 2 K X tels qu’il existe n <u et {B \ y ..., B n } G T et F est 
constante sur B & pour 1 < k < n ainsi que sur 2 K \ UL=i Bk- Alors A est 
dense dans Y[te2* X. 

Effectivement, une base d’ouverts de Yite 2 K X est composée de 

T := [f G TT X: V F(t k )=x k } ) 

où n < £i,... t n G 2 K et aq,..., x n G X. Puisque 2 K est séparée, il existe 

{Bi,...,B n } G T tel que t & G B & pour 1 < k < n. Donc il existe F G 
rite2* constante par morceaux, telle que F~ l (pCk) = Bk pour 1 < k < n. 
Par conséquent, F G A fl F. □ 

Ici Xt désigne un espace topologique. 

Théorème 6.2 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Si k est infini et 
d(X t ) < k pour tout t G 2 K , alors d(J\te 2 K ^t) < «• 

Démonstration. Pour tout t G 2 K il existe une partie A t de cardinalité 
k, dense de X t . Il est immédiat que Yite 2 K est dense dans 11^2* H suffit 
de montrer que Ylte2« inclut une partie dense de cardinalité k. Si Y t est 
un espace topologique de cardinalité k pour tout t G 2*, alors il existe une 
bijection continue de n*e2* sur rLe2* ^t- Il suffit donc de montrer que la 
densité de Yite2 K es ^ ^ ce Q u i es ^ prouvé dans la proposition 6.1. □ 

(Voir, par exemple, [12, Theorem 2.3.15]). En particulier, 

Proposition 6.3. Le cube de Cantor (d e dimension c) est 

compact et séparable. Son poids est c et sa cardinalité est 2 e . 
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6.7. Cardinalité. Nous voyons que, différemment du cas métrique, un 
espace topologique séparable peut avoir la cardinalité supérieure au continu. 
Nous avons vu qu’un espace compact n’est pas forcément séparable. 

Une famille A de parties d’un ensemble X est dite indépendante si pour 
toute sous-famille finie *4o et toute application h : Ao —!► {0,1}, 

n A h ^ ± 0 , 

I 'AeAo r 

où A 0 := A et A 1 := X \ A. 

Théorème 6.4 (Hausdorff). Si X est un ensemble dénombrable, alors 
il existe une famille indépendante A de parties de X de cardinalité c. 

Démonstration. D’après la proposition 6.3, il existe une partie 
dénombrable dense de Donc pour toute partie finie F de c et 

tout / : c —> {0,1}, le voisinage de / intersecte X. Par 

conséquent, A := {tt^ 1 (0) : t G c} fl X est indépendante et sa cardinalité est 
c. □ 

Corollaire 6.5. La cardinalité de /3N est 2 e . 

Démonstration. Soit A une famille indépendante de cardinalité c sur 
N. Pour toute application f : A-ï { 0,1}, la famille Af := {A^ A ^ : A G À) 
est une base de filtre, car la famille A est indépendante. De plus, si /o, /i : 
A —> {0,1} sont distinctes, alors Af 0 et Af x ne se grillent pas, car il existe 
A G A tel que A G Af 0 et A -^O 4 ) g Af x et A? 0 ^ fl Af 1 ^ = 0. À 
tout ultrafiltre U plus fin que Af , on associe / G {0, l}* 4 , en obtenant ainsi 
une application d’une partie de /3N sur {0, 1} A d’après le corollaire 2.7. Elle 
est surjective, ce qui montre que card(/3N) > card({0, l}* 4 ) = 2 e . Puisque 
U G 2 2 ^ pour tout ultrafiltre sur N, card(/9N) < card(2 2N ) = 2 e . □ 

7. Filtres de parties fonctionnellement fermées 

Rappelons qu’une partie A d’un espace topologique X est dite fonction¬ 
nellement fermée s’il existe / G C(X,R) telle que A = / _1 (0). Une partie 
de la forme 

{h > 0} := {x G X : h(x) > 0}, 

où h G C(X, E), est appelée fonctionnellement ouverte . Bien entendu, une 
partie est fonctionnellement ouverte si et seulement si son complémentaire 
est fonctionnellement fermé ( 7 ). 

Puisque la fonction dist(-, A) est continue pour toute partie A d’un espace 
métrique, tout fermé dans un espace métrisable est fonctionnellement fermé. 
Plus généralement, d’après le théorème de Vedenisov (exercice III.21), tout 
fermé d’un espace parfaitement normal est fonctionnellement fermé. 

Notons Z(X) l’ensemble de toutes les parties fonctionnellement fermées 
de X. Rappelons qu’une famille V de fermés d’un espace topologique est dite 
une base de fermés si tout fermé est une intersection d’éléments de V. 


7. En effet, car {h > 0} = X \ (ma x(h> 0) = 0}. D’autre part, X \ {/ = 0} = (|/| > 0}. 
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Proposition 7.1. Un espace séparé est complètement régulier si et seule¬ 
ment s y il existe une base de fermés composée de parties fonctionnellement 
fermées. 

Démonstration. Si F est un fermé d’un espace complètement régulier 
et x ^ F, alors d’après la définition, il existe / G C(X> [0,1]) telle que 
F C f~ l (0) et f(x) = 1, donc x £ f~ l (0) D F. □ 

Proposition 7.2. Si X est complètement régulier et x G X, alors V(x) 
admet une base composée de parties fonctionnellement fermées. 


Démonstration. Si V est un voisinage ouvert de x ) alors il existe 
/ G C (X, [0,1]) telle que X \ V C 0) et f{x) = 1. Ainsi x G {/ > \} C 

{/>èKv. □ 

Lemme 7.3. Si Zo, Zi G Z(X) et ZqC\Z\ = 0, alors il existe 
feC(X, [0,1]) telle que Z Q C /^(O) et Z x C /^(l). 


Démonstration. Si Zo, Z\ G Z(X) et Zo n Z\ = 0, alors il existe 
fo, fi e C(X, [0,1]) telle que Z 0 = {/o = 0} et Zi = {/i = 0}. Ainsi fo{x) + 
fi(x) > 0 pour tout x € X, donc si on définit 


(B.13) 


/:= 


fo 

fo + fi’ 


alors / G C(X, [0,1]), Z 0 C /^(O) et Zi C f~\ 1). 


□ 


Corollaire 7.4. Si Zq,Z\ g Z{X) et Zq fl Z\ — 0, alors il existe 
W 0 , W\ G Z(X) tels que W 0 U = X et 

Z 0 C X \ W 0 et Zi C X \ Wi. 

Démonstration. Il suffit de poser Wq := {/ > et Wi := {/ < i}, 
où / est donnée par (B.13). □ 


Une partie T de Z(X) est dite un 0-filtre si 

0ÏX, 

Fo, Fi G F =>■ Fo fl Fi G F, 

FGFetFcGG Z(X) => G G F. 

Si % est un filtre sur X alors V. fl Z(X) est un 0-filtre sur X. D’autre 
part, tout 0-filtre est une base de filtre. 


Remarque 7.5. Si X est un espace topologique discret, alors Z(X) = 
2 X , donc, dans ce cas, 'HD Z(X) = H pour tout filtre % sur X, c’est-à-dire 
les filtres et les 0-filtres coïncident. 


Observons qu’en général, 

(H D Z(X)Ÿ C H, 
mais il n’y a pas forcément égalité. 
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D’après le théorème 1.2.3 de Zorn-Kuratowski, pour tout 0-filtre J 7 il 
existe un 0-filtre maximal U tel que J 7 C U. Les 0-filtres maximaux sont 
appelés 0 -ultrafiltres. Notons Z(X) l’ensemble des O-ultrafiltres sur X. 

Proposition 7.6. Un 0-filtre J 7 est un O-ultrafiltre si et seulement si 
Z G Z{X) et Z G J 7 # implique Z G J 7 . 

DÉMONSTRATION. Si Z G Z(X) et Z G J 7 *, alors {Z fl F : F G J 7 } est 
une base de 0-filtre U tel que J 7 C U. Par conséquent, Z = Zf \X GU. Ainsi 
si J 7 est un O-ultrafiltre, alors J 7 = W, donc Z G J 7 . 

Réciproquement, s’il existe un 0-filtre UdJ 7 et Z GU \ J 7 , alors Z G 
U* C J 7 *. □ 

Un 0-filtre J 7 est dit premier si pour tous Zo, Z\ G Z(X), 

Zq U Z\ G J 7 —— ^ (Zo G J 7 ) A (Zi G J 7 ). 

Proposition 7.7. Tout O-ultrafiltre est premier. 

Démonstration. En effet, si U est un O-ultrafiltre, Z 0 ^ U et Z\ g U , 
alors d’après la proposition 7.6, il existe Uq,U\ GU tels que Uq C\ Zq = 0 
et Ui fl Zi = 0 et, par conséquent, ( Uq fl U\) fl (Zo U Z\) = 0, c’est-à-dire 
Zo U Zi ^ W#, et parce que U est un O-ultrafiltre, Zo U Z\ U. □ 

D’après la proposition 2.8, la réciproque de la proposition 7.7 est vraie 
si l’espace topologique est discret. Afin de nous convaincre que ce n’est pas 
le cas en général, observons d’abord que 

Proposition 7.8. Si U est un ultrafiltre sur X, alors U fl Z(X) est un 
0-filtre premier. 

Démonstration. Comme Zo U Z\ G Z(X) pour tous Z 0 ,Zi G Z{X ), 
l’énoncé découle de la proposition 2.8. □ 

Exemple 7.9. Soit X = R avec sa topologie naturelle. Alors toute par¬ 
tie fermée est une partie fonctionnellement fermée. Soit W+ un ultrafiltre 
contenant pour tout n G Ni et W_ un ultrafiltre contenant 

{—...} pour tout n G Ni. Alors W+nZ(X) et W-DZ(X) sont des 
0-filtres premiers différents, mais pas des O-ultrafiltres. En effet, 0 G Z C M+ 
si Z G W+ fl Z(X) et 0 G Z C M- si Z G W_ fl Z(X). Donc le O-ultrafiltre 
principal de {Z G Z(X) : 0 G Z} inclut W+ fl Z(X) et W_ fl Z(X). 

Si U est un O-ultrafiltre et a; G limW, alors x G U pour tout U G U. 
Ceci signifie que U = {Z G Z(X) : x G Z}, c’est-à-dire U est le O-ultrafiltre 
principal de x. 

Proposition 7.10. Si J 7 est un 0-filtre premier dans un espace complète¬ 
ment régulier et x G adh J 7 , alors x = lim J 7 . 

Démonstration. Soit x G adh J 7 = CÏFeJ 7 ^ so ^ ^ un v °i s i na g e 
fonctionnellement fermé de x. Puisque X est complètement régulier, il existe 
Z G Z(X) tel que X\Z est un voisinage de x inclus dans V. Ainsi VU Z = X 
et comme J 7 est premier, V G J 7 ou Z G J 7 . Or Z ^ J 7 car x £ Z. □ 
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Proposition 7.11. Si U etW sont deux O-ultrafiltres distincts, alors il 
existe U GU et W GW tels que U DW = 0. 

Démonstration. Sinon, {U fl W : U GU,W G W} est une base de 
0-filtre incluant U et W, ce qui contredit la maximalité de U et de W. □ 

Soit X , T deux espaces topologiques, f G C (X , T) et J 7 un 0-filtre sur 

X. Notons 

(B.14) r {?) :={Z£Z (T) : /^(Z) G J 7 } 

et observons que (J 7 ) = / (J 7 ) fl Z (T). ^ 

Proposition 7.12. Si J 7 est un 0-filtre, alors (J 7 ) est un 0-filtre. Si 
J 7 est premier, alors (J 7 ) est premier. 

Démonstration. En effet, comme 0 = / _1 (0) ^ J 7 , d’après (B.14), 
0 i n (J 7 )- Si W' G (J 7 ) etWcZGZ (T), alors Z" 1 (W) C f~ l (Z) G 
Z (X ) et f- 1 (W) G T, donc f~ l (Z) G J 7 , c’est-à-dire Z G {J 7 ). Enfin, si 
Z 0 , Zi G r (JO, alors Z" 1 (Z 0 ) G J 7 et Z" 1 (Zi) G J 7 , donc Z" 1 (Z 0 fl Zi) = 
Z -1 (Zo) fl Z -1 (Zi) G J 7 et d’après la définition (B.14), Zo fl Z\ G (J 7 ). 
Ceci montre que (J 7 ) est un filtre. 

Si Zo U Zi G r (JO, alors Z" 1 (Z 0 U Zi) = Z" 1 (Z 0 ) U Z" 1 (Z,) G J 7 
et comme J 7 est premier, Z -1 (Zo) G J 7 ou Z -1 (Zi) G J 7 , c’est-à-dire Zo G 
(J 7 ) ou Zi G f^(F), ce Qui montre que (J 7 ) est premier. □ 

8. Compactification de Cech-Stone 

Dans cette section, nous appelons une compactification d’un espace 
topologique X , un espace topologique compact séparé Y tel qu’il existe un 
plongement dense de X dans Y. 

Puisque, par définition, X est homéomorphe à l’image f(X) du plonge¬ 
ment, le plus souvent, nous allons sous-entendre qu’une compactification Y 
de X est un topologique compact séparé tel que X est une partie dense de 

Y. 

Il s’ensuit qu’un espace X qui admet une compactification est nécessai¬ 
rement séparé. Puisque toute topologie compacte séparée est complètement 
régulière et tout sous-espace d’un espace complètement régulier est complète¬ 
ment régulier, pour qu’un espace topologique admette une compactification 
il faut qu’il soit complètement régulier. Il s’avère que la régularité complète 
est aussi une condition suffisante. 

Si Yo,Y\ sont deux compactifications de X , alors on dit que Yo est plus 
grande que Y\ (Yo > Yi) s’il existe un prolongement continu f : Yo —î y Y\ 
de l’identité ix : X —I► X. Il est évident que > est une relation transitive et 
réflexive. On montre facilement que, sur les classes d’équivalence par rapport 
aux homéomorphismes, elle est antisymétrique, donc un ordre. 

8. Effectivement, si Z G f~* ÇF) alors Z _1 (^) G F, donc Z D ff~ l {Z) G f (F). 
Réciproquement, si F G J* et f (F) G 0(T), alors f~ 1 f(F) D F G T, donc f (F) G 

r (n 
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Si Y est une compactification d’un espace X, alors adhy U ^ 0 pour 
tout ultrafiltre U contenant X. Ainsi une méthode de construction d’une 
compactification de X est d’adjoindre à X un élément nouveau yu pour tout 
ultrafiltre U sur X, pour lequel adhx W = 0 de telle sorte que yu = limy U. 

Théorème 8.1. Soit X dense dans un espace complètement régulier Y. 
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes : 

(1) Toute application continue de X dans un espace compact séparé 
admet un prolongement continu à Y. 

(2) Toute fonction réelle continue bornée sur X admet un prolongement 
continu à Y. 

(S) Si deux parties fonctionnellement fermées de X sont disjointes, 
alors leurs fermetures dans Y sont disjointes. 

(4) Si Fo,Fi G Z(X), alors 

cl y (Fo nFi) = cly Fq H cly F\. 

(5) Pour tout y G Y il existe un unique O-ultrafiltre U sur X tel que 
y = limy U. 

Démonstration. (1) => (2). Si f g C(X,M) est bornée, alors K = 
cIe /(X) est compact. 

(2) => (3). Si F 0 ,Fi G Z(X) et Fo fl F\ = 0, alors selon le lemmeJT.3, 
il existe / G C(X, [0,1]) telle que Fq C / _1 (0) et F\ C / -1 (1). Soit / un 
prolongement continu de /. Ainsi / _1 (0),/ _1 (1) sont deux fermés disjoints 
de y et Fo C / _1 ( 0) et F\ C / _1 ( 1 ). Ainsi cly Fo fl cly F\ = 0 . 

(3) => (4) .Si y G cly Fo H cly F \, alors 

ynF o ^0^ynFi 

pour tout V G V(y) fl Z(Y). Ainsi y G cl y(V fl Fo) et y G cly(V fl Fi), et 
d’après (3), V fl (Fo fl Fi) ^ 0 (pour tout V” G V{y) fl Z(Y)), ce qui prouve 
que y G cly (Fo flFi). 

(4) => (5). Puisque X est dense dans Y , pour chaque y G Y et tout 
V G V(y) fl 2(Y), l’intersection V fl X G Z(X) est non vide. Ainsi 

{Vf)X:V G V(y)nZ(Y)} 

est inclus dans un O-ultrafiltre convergeant vers y. D’autre part, si Uo / U\ 
sont deux O-ultrafiltres sur X, alors il existe Uo G Uo et U\ G U\ tel que 
Uo fl U\ = 0. D’après (4), cly Fo fl cly U\ = 0, donc deux O-ultrafiltres 
distincts ne peuvent pas converger vers le même y. 

(5) => (1). Soit K est un espace compact séparé et f G C(X, K). Selon 
(5), pour tout y G Y il existe un unique O-ultrafiltre U y sur X convergeant 
vers y. Comme K est compact, adh k f~* ( U y ) ^ 0 et, puisque le 0-filtre 
f~* (U y ) est premier, il est convergent grâce à la proposition 7.10. Soit 

f(y) := lim/f /“* (Uy). 
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Six G X alors U x est le 0-ultrafiltre principal de x, donc / coïncide avec / sur 
X. D’après la définition, si Z est fonctionnellement fermé, alors y G f~ x (Z) 
si et seulement si f~ l {Z) G U y , c’est-à-dire y G cl y / -1 (Z), donc 

f-'iZ) = Cly r\Z) 
pour tout Z G Z(X). ~ 

Il reste à montrer que / est continue. Soit y G Y et Wo un voisinage 
fonctionnellement fermé de f(y). Soit W\ une partie fonctionnellement fer¬ 
mée de K telle que K \W\ soit un voisinage de f(y). Ainsi K = Wo U W\ 
doneX = /-'(Wo) U f-\Wi). Puisque y $ f~ l (W i) = c\ Y /"Wi), donc 
Y \ f~ l {W\) est un voisinage de y et 

y \ r'm) = r\K \ wi) c f-\w 0 ). 


□ 

On appelle une compactification de Cech-Stone de X, toute compac¬ 
tification Y de X telle que chaque application continue de X à valeurs 
dans un espace compact séparé admet un prolongement continu à Y. Bien 
entendu, comme X est dense dans Y et / G C(Y,K ) est un prolongement 
de f G C(X,K ), alors / est unique d’après la proposition III.4.4. 

Exemple 8.2. Considérons les compactifications de l’intervalle ]0,1[. 
L’intervalle fermé [0,1] en est une et le cercle S = {e tô : 9 G M} de l’exemple 
III.11.3 en est une autre, car f(x) := e 2mx est un plongement de ]0,1[ dans 
S. On voit aussitôt que [0,1] > S. On observe que ces compactifications 
ne sont pas de Cech-Stone. En effet, si g :]0,1 [—> [—1,1] est donnée par 
g(x) := sin(^), alors elle n’admet pas de prolongement continu ni sur [0,1] 
ni, a fortiori, sur S. Puisque pour tout r G [—1,1] il existe un 0-ultrafiltre 
contenant {x E]0,1[: g(x) = r}, /?(]0,1[)\]0,1[ a au moins c éléments. 

Puisque ]0,1[ est homéomorphe à M, les espaces [0,1] et S sont des com¬ 
pactifications de M, mais pas des compactifications de Cech-Stone de M. 

Si X est un espace topologique (complètement régulier), alors Z(X) 
désigne l’ensemble des 0-ultrafiltres sur X. Traditionnellement, (3X désigne 
l’ensemble des 0-ultrafiltres sur X muni d’une topologie canonique qui le 
rend une compactification de Cech-Stone de X. 

Si X est un espace topologique discret, alors tout ultrafiltre sur X est un 
0-ultrafiltre. Ainsi, si X est discret, alors /3X est l’ensemble des ultrafiltres 
sur X et sa topologie de Stone en fait une compactification de Cech-Stone 
de X. Dans ce cas particulier, nous ne faisions pas de distinction dans la 
notation entre l’ensemble des ultrafiltres et le même ensemble muni de la 
topologie de Stone. Dans le cas général, une telle distinction s’avère utile. À 
tout U G Z(X) on associe sa copie U b appartenant à /3X. Ainsi 

(B. 15) b :Z(X) -+/3X 
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est une bijection entre l’espace Z(X) des O-ultrafiltres sur X et une compacti¬ 
fication PX de X. Comme PX est une compactification de X, l’espace X est 
dense dans PX et correspond aux O-ultrafiltres principaux. Par conséquent, 
pour tout x G X, 

{Z G Z(X) : x G ZŸ = x. 

Pour tout Z G Z(X), soit 

fi b (Z) := {Z/ : £ G U G Z(X)j . 

Si A est une partie fonctionnellement ouverte de X, alors X \ A G Z(X), et 
on définit 

fin (A) :=fiX\fi b (X\A). 

Dans le cas de la topologie discrète sur X, toute partie est à la fois ouverte 
et fermée. Il n’y avait donc pas de nécessité de distinguer entre P^ et 

Il est immédiat que 

P\> (Zo nZi) = fa ( Zq) n fa (Z \), 

A (ZoUZi) = P\> (Zo) UP\, (Z \), 
et 

/^(A 0 nAi) = p^(A 0 )np^(A 1 ) ) 

P ij (A) U A\) = P ( Ao ) U P^ (A \). 

Lemme 8.3. SiU G Z(X) et A est une partie fonctionnellement ouverte 
de X, alors U b G P^ (A) si et seulement s } il existe U GU tel que U C A. 

Démonstration. En effet, si U G Z(X) et X \ A G Z(X ), alors U b G 
P^ (A) si et seulement si U b £ P\,(X \ A), c’est-à-dire X \ A £ U. Selon la 
proposition 7.6, il existe U G U tel que U fl (X \ A) = 0, donc U C A. □ 

Théorème 8.4. Tout espace complètement régulier admet une compac¬ 
tification de Cech-Stone, unique à homéomorphisme près. 

Démonstration. Soit X un espace complètement régulier. Sur l’en¬ 
semble PX donné par (B. 15), définissons une topologie en prenant 

{^{A)-.X\AeZ{X)} 

pour une base d’ouverts. 

Montrons que U b = limy U pour tout 0-ultrafiltre U. En effet, si U b G 
Pl | (A), alors, selon le lemme 8.3, il existe U G U tel que U C A. Alors si W 
est un 0-ultrafiltre tel que U G W, alors X \ A ^ W donc W b G P^ (A). Ainsi 
Pb (U) C P^ (A), ce qui veut dire que P^ (A) G U î. 

Observons que x G P^ (A) C\X si X\A£ {Z G Z(X) : x G Z } b , c’est- 
à-dire x G A. Ainsi la topologie de PX coïncide sur X avec la topologie 
originelle de X. 

D’autre part, X est dense dans PX , car si y G PX \ X et y G P^ (A), 
alors 0 ^ A C I. 
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La topologie de (3X est séparée. Si yo 7 ^ yi alors il existe deux 0 - 
ultrafiltres distincts Uq et U\ tels que Uq = yo et li\ = y\. En vertu de 
la proposition 7.11, il existe Zo, Z\ G Z (X) tels que Zo G Uq et Z\ G U\ et 
Zo fl Z\ = 0. Alors, d’après le lemme 7.3, il existe deux parties fonctionnel¬ 
lement ouvertes Ao, Ai telles que Zo C Ao, Z\ C Ai et Aq fl Ai = 0, donc 
P\ (^ 0 ) n (Al) = 0 , 2/0 G (A 0 ) et yi G (A 0 ). 

La topologie est compacte. Montrons que 0 7 ^ adhy J 7 pour tout filtre 
T sur PX. La famille 

?'■= IJ w {2e2(X):fCdyZ} 

est un 0 -filtre sur X, donc il existe un 0 -ultrafiltre U plus fin que T et, 
d’après la définition de la topologie, lim yU = U b . En conséquence, 

ti> € ^ 2Df , dr Z = n f6 , d Y F = adhv f. 

Puisque pour tout élément y de f$X, il existe un unique 0-ultrafiltre sur 
X convergeant vers î/, l’espace (3X est une compactification de Cech-Stone 
de X en vertu du théorème 8.1. 

Supposons que Y est une autre compactification de Cech-Stone de X. 
Alors l’injection j G C ( X , Y) admet un prolongement j G C (/3X, Y) qui de 
surcroît est une bijection, car Y est une compactification de Cech-Stone de 
X. Comme Y est compact séparé, j est un homéomorphisme. □ 

Puisque la compactification de Cech-Stone est unique à homéomorphisme 
près, on note @X un représentant de la classe des compactifications de Cech- 
Stone de X. Il se trouve que 

Proposition 8.5. La compactification de Cech-Stone d f un espace est la 
plus grande de toutes les compactifications de cet espace. 

Démonstration. Soit Y une compactification.de X et soit / : X —» Y 
le plongement canonique. D’après la définition, il existe un prolongement 
/ G C(PX, Y). Ainsi pX>Y. □ 

Exemple 8.6. D’après la construction même, on observe que l’espace 
topologique de Stone /?N est la compactification de Cech-Stone de N. Puisque 
N est un espace topologique localement compact séparé, il est ouvert dans 
/?N. Donc /?N \ N est compact. Nous savons déjà que /?N est un espace 
zéro-dimensionnel. Le théorème 8.1 en donne une autre justification à partir 
du fait que N est zéro-dimensionnel. 

On dit que deux éléments xo, x\ d’un espace topologique X sont de même 
type s’il existe un homéomorphisme / : X —> X tel que f(x 0 ) = x\. Un espace 
topologique X est dit homogène si tous ces éléments sont de même type. La 
topologie discrète N est bien entendu homogène. La question d’homogénéité 


9. Grâce à la généralisation aux espaces topologiques séparés de la proposition VI.5.7. 
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de /?N a eu une solution étonnante, à savoir non seulement /?N n’est pas ho¬ 
mogène [28], mais de surcroît, le nombre des types différents de ces éléments 
est 2 e [15]. 

Exemple 8.7. Comme nous avons vu dans l’exemple 8.2, la cardinalité 
de PR \ R est au moins c. Il se trouve que 

card ((3R) = card(/?N) = 2 e . 

En effet, si / : N —> Q est une bijection, on peut considérer / comme 
un élément de C(N, (3R). Alors il existe un prolongement / G C(/?N, (3R) 
de /, donc /(/?N) = c1/?kQ = /3R et ainsi card(/?N) > card(/?M). D’autre 
part, card(/?N) < card(/?M), car toute fonction bornée sur NcR admet un 
prolongement continu sur (3R , donc /?N C PR. 

Puisque tout ultrafiltre (contenant un) borné converge dans M, l’ensemble 
PR \ R est nécessairement composé des limites des O-ultrafiltres non bornés, 
c’est-à-dire contenant R> r := {x G R : x > r} pour tout r ou bien R< r := 
{x G R : x < r} pour tout r. Autrement dit, si y G f3R\R , alors VC\R> r ^ 0 
pour tout V G V(y) et chaque M> r , ou bien VC\R< r ^ 0 pour tout V G V(y) 
et chaque R< r . Ainsi on peut imaginer PR \ R comme deux amas autour de 
+oo et —oo. 

Puisque toute fonction continue bornée sur R> r admet un prolongement 
continu sur (3R (d’après la définition de la compactification de Cech-Stone), 
nous pouvons considérer /3R> r comme une partie de /?M, ce que nous allons 
faire dans la suite. Ainsi /3R> r \ R> r C PR \ R. Comme les voisinages des 
éléments de PR \ Rne sont pas bornés, PR> r \ R> r ne dépend pas de r G R 
et est compact, car R> r est localement compact, donc ouvert dans PR> r . En 
particulier, 

PR >o \ I^>o = 

et en conséquence, PR>o \ M>o est connexe en raison de l’exercice VII.4. ( 10 ) 
Il est bien sûr de même avec l’espace homéomorphe PR <o \M<o. La compac¬ 
tification PR de M est connexe en tant que fermeture d’un ensemble connexe 
R. Cependant, 

PR \ R = (PR >o \ R>o) U (PR <o \ K<o) 

s’avère disconnexe. Effectivement, la fonction arctan : R —> [—§,§] admet 
un prolongement / G C(^M, [— |, §]). Puisque les voisinages des éléments 
de PR \ Rne sont pas bornés, f(PR \ K) est égale à {—§,§}• 

Exemple 8.8. Puisque Q est zéro-dimensionnel, la compactification de 
Cech-Stone PQ de Q est zéro-dimensionnel en raison du théorème 8.1. Pour 
tout y G /?Q et tout V G V(î/), il existe un compact W C V tel que W G V(y). 
Puisque Q n’est pas localement compact, W fl (PQ \ Q) ^ 0, ce qui veut 
dire que /?Q \ Q est dense dans /?Q. 


10. Qui reste valable dans le cadre des espaces topologique séparés. 
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Comme dans le cas de (3R \ R, la différence /?Q \ Q consiste de deux 
morceaux (mais bien sûr disconnexes) autour de —oo et +oo, correspondant 
aux ultrafiltres contenant respectivement Q<o et Q>o pour tout r. D’autre 
part, toute fonction continue bornée sur Q admet un prolongement continu 
(unique) sur R. Il s’ensuit que /?Q \ Q possède encore un morceaux, à savoir 

R \ Q- 

Comme card Q = card N et N est discret, il existe unebijection / : N —> Q 
et f G C(N,/?Q). Ainsi, il existe / G C(/3 N,/?Q), donc /(/?N) = c1^q/(N) = 
/?Q, car f(/3N) est compact, ce qui implique que card(/?N) > card(/?Q). En 
fait, 

card(/?Q) = card(/?N), 

car N C Q, donc (3N c /?Q et ainsi card(/?N) < card(/?Q). 

Exercices 

Solutions : pages 346-354. 

(1) Une famille A de parties d’un ensemble X est appelée isotone si 
A G A et A C B entraîne que B G A. Soit 

A* := {D : X \D £ A} . 

Montrer que 

(a) A** = A , 

(b) A* c A*, 

(c) A* = A* si et seulement si A est isotone. 

(2) Une famille A est une grille d’un filtre si et seulement si 

A 0 U Ai G A => A 0 e A ou Ai e A . 

(3) Soit A une famille isotone de parties d’un ensemble X et / : X —> M. 
Montrer que 

su Pi/6^# infæetf f(x) = mî AeA sup xeA f(x), 
supaé. 4 inf xeyi f{x) = inftf € . 4 # sup xeH f(x). 

(4) Montrer que 

(a) si X est infini, alors Sx := {X \ A : A C X, card A < oo} est 
un filtre libre sur X. Il s’appelle le filtre cofini de X , 

(b) si X est dénombrable infini, alors le filtre cofini de X est le filtre 
engendré par (x n ) n , où (x n ) n est une suite libre arbitraire telle 
que X = {x n : n G N}, 

(c) tout filtre libre sur X est plus fin que le filtre cofini de X, 

(d) une famille J 7 est dite un filtre dégénéré si elle vérifie (B.2) 
et (B.3), mais pas (B.l). Un filtre T sur X est dégénéré si et 
seulement si J 7 = 2 X , 



B. ESPACES TOPOLOGIQUES COMPACTS 


235 


(e) pour tout filtre J 7 sur X, il existe une paire unique de filtres 
J 70 , J 7 * (possiblement dégénérés) telle que T° est libre, J 7 * est 
principal, et 

J 7 = a J 7 ' et T° V J 7 ' = 2 X , 

(f) si U est un ultrafiltre sur X, alors U est libre ou bien il existe 
x G X tel que U = {U C X : x G U}. 

(5) Soit J 7 un filtre sur X. On note /?( J 7 ) l’ensemble des ultrafiltres U 
tels que J 7 < U. Montrer que 

(a) J 7 = f) uefiiJ 7 ) 

(b) -7^ = U umr) u - 

( 6 ) Un espace topologique est appelé dénombrablement compact si pour 
toute famille dénombrable V d’ouverts telle que (J PeV P = X, il 
existe une sous-famille finie Vq de V telle que (JpePo P = X. Mon¬ 
trer l’équivalence des propositions suivantes : 

(a) X est dénombrablement compact, 

(b) pour tout filtre T à base dénombrable Adh T := riFeP c ^ 
n’est pas vide, 

(c) pour toute suite ( x n ) n d’éléments de X, l’adhérence adh n _^oo 
n’est pas vide. 

(7) Soit A une partie d’un espace topologique X. Rappelons que x G X 
est dit un point d f accumulation de A si x G cl(A \ {x}). Montrer 
qu’un espace topologique séparé X est dénombrablement compact 
si et seulement si toute partie infinie A de X admet un point d’ac¬ 
cumulation. 

( 8 ) Soit X := {a G Ord : a < a;i}. On définit sur X la topologie d’ordre , 
c’est-à-dire, V est un voisinage de a s’il existe 7 < a tel que 
{5 : 7 < S < a} C V. Alors X est séquentiellement compact, mais 
pas compact. 

(9) Une partie A d’un espace topologique est dite séquentiellement fer¬ 
mée si la limite de toute suite d’éléments de A, est incluse dans A. 
Un espace topologique est dit séquentiel si toute partie séquentiel¬ 
lement fermée est fermée. Montrer que 

(a) l’image d’un espace dénombrablement compact par une appli¬ 
cation continue est dénombrablement compacte, 

(b) tout espace compact est dénombrablement compact, 

(c) tout espace séquentiellement compact est dénombrablement 
compact, 

(d) il existe un espace dénombrablement compact qui ne soit ni 
compact ni séquentiellement compact, 
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(e) tout espace dénombrablement compact et séquentiel est séquen¬ 
tiellement compact, 

(f) tout espace métrisable dénombrablement compact est compact, 

(g) (!) il existe X, Y dénombrablement compacts tels que X x Y 
n’est pas dénombrablement compact. 

(10) Un espace topologique est dit localement compact si tout son élé¬ 
ment admet une base de voisinages compacts. Montrer que tout 
espace compact séparé est localement compact. 

(11) Soit X un espace topologique. La compactification d’Alexandrov de 
X est définie sur X U {oo}, où oo ^ X comme suit : V(oo) admet 
une base {B : X \ B compact de X} ; si x G X, alors V G V(x) si 
V fl X est un voisinage de x dans X. Montrer que 

(a) si X est localement compact séparé, alors sa compactification 
d’Alexandrov est un espace compact séparé, 

(b) si X est discret, alors sa compactification d’Alexandrov est la 
topologie cofinie autour de oo de X U {oo}. 

(12) Pour tout nombre premier p, soit A p := {n G N : p \n} (des nombres 
divisibles par p). Montrer que A := {A v : p premier} est indépen¬ 
dante (Voir B.6.7). 

(13) Rappelons que pour tout A C N, 

/?(A) := {U G pN : A G U} , 

PM :=P(A)\{/3({x}):xe N}, 

désignent, respectivement, les ensembles des ultrafiltres et des ultra- 
filtres libres, contenant A. Montrer que 

(a) si A est fini, alors j3(A) = {/?({x}) : x G A} (l’ensemble des 
ultrafiltres principaux des éléments de A), 

(b) fio(Ao) = Po(Ai) si et seulement si (Ao\Ai)fï(Ai\Ao) est fini, 
c’est-à-dire Ao, A\ sont presque égaux (Voir l’exercice 1.16), 

(c) fio(Ao) C /? 0 (Ai) si et seulement si Ao \ Ai est fini, c’est-à-dire 
Aq est presque inclus dans Ai, 

(d) si (A n ) n est une suite décroissante de parties infinies de N telle 
que A n \ A n +i est infini, alors il existe une partie infinie Aqo de 
N telle que /? 0 (Ax>) C flneN^o(^n) et /? 0 Un) \ /?o(4x>) / 0 
(Voir le lemme V.4.9), 

( e ) x( x ) > No dans /?N pour tout x G /?oW, 

(f) il n’existe pas de base dénombrable d’ouverts de /?N. 

(14) Soit p 0 N := (3N \ N munie de la topologie héritée de /?N. Montrer 
que /? 0 N est compact non séparable, de cardinalité 2 e et de poids c. 
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(15) Montrer que si F, K sont deux fermés disjoints d’un espace complète¬ 
ment régulier et K est compact, alors il existe / G C(X , [0,1]) telle 
que f(F) = {0} et f(K) = {1}. 

(16) Montrer que 

(a) toute union finie de parties fonctionnellement fermées est fonc¬ 
tionnellement fermée, 

(b) toute intersection dénombrable de parties fonctionnellement 
fermées est fonctionnellement fermée. 

(17) Montrer que si X est un espace séparé localement compact, alors la 
compactification d’Alexandrov de X est la plus petite de toutes les 
compactifications de X. 




ANNEXE C 


Métrisation 


Dans la section II 1.7 nous avons donné des conditions nécessaires pour 
qu’un espace topologique soit métrisable et, dans le cas des espaces topolo¬ 
giques séparables, une caractérisation de métrisabilité (théorème III.7.7 de 
Urysohn). Les critères de métrisabilité des espaces topologiques furent un des 
thèmes centraux de la topologie générale jusque dans les années soixante. Y 
ont contribué, entre autres, Nagata, Smirnov, Bing, Hanai, Morita, Stone, 
Moore, Alexandrov et Arhangel’skii. 

Dans cette annexe nous allons démontrer quelques théorèmes classiques 
de métrisabilité. Notre approche est basée sur la théorie des partitions de 
J. Dydak [11] permettant d’éviter des calculs, parfois ingrats, inhérents à 
l’abord classique. 


1. Partitions 

Rappelons que si / est une fonction réelle, alors on abrège la notation 
{/ > 0} := {xeX:f(x)> 0}. 

Soit X un espace topologique et J 7 C C(X, M+). La famille 

_LF:= {{/>0}:/67} 

est dite le socle de T. Bien entendu, puisque T est composée de fonctions 
continues, tout socle est une famille d’ouverts. Une famille T d’éléments de 
C(X,M+) est dite une partition (sur X) si pour tout x G X, il existe / G T 
tel que f(x) > 0. 

Autrement dit, T C C(X i M+) est une partition sur X si et seulement si 
supf e jr f(x) > 0 pour tout x G X. Bien entendu, 

Proposition 1.1. Une famille T C C(X, M+) est une partition sur X 
si et seulement si son socle LT est un recouvrement de X. 

Un tel recouvrement est ouvert, car une partition est composée de fonc¬ 
tions continues. Rappelons que pour une partie A C M+, on définit 

(c- 1 ) Yl TeA r:= su p£ f6T r : T c ^> cardT < °°}- 

Une partition T sur X est appelée une partition d’une fonction h : X —> 
]0, +oo] si h = ^feJ 7 /• D’après la définition (C.l), 

(°- 2 ) = s M'E f€T f w : T c • 7r » cardr < °°}- 
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En particulier, une partition J 7 est dite une partition de Vunité si 

= 1 

pour tout x G X. 

Nous allons définir des propriétés des partitions à partir des propriétés 
analogues des recouvrements. 

Exemple 1.2. Rappelons qu’une famille A de parties d’un espace topo¬ 
logique X est dite discrète si pour tout x G X il existe un voisinage V de x 
tel que card {A e A : V H A ^ 0} < 1. Ainsi une partition J 7 sur X est dite 
discrète si pour tout x G X il existe un voisinage V de x tel que 

{/ G J 7 : supy / > 0} 

est un singleton. 

Une famille A de parties d’un espace topologique X est dite localement 
finie si pour tout x G X il existe un voisinage V de x tel que le nombre de 
A e A tels que An V ÿè 0 est fini. 

Une partition J 7 sur un espace topologique X est dite localement finie si 
pour tout x E X il existe un voisinage V de x tel que {/ G J 7 : supy / > 0} 
est fini. 

Moyennant les socles, nous transposons des propriétés entre deux recou¬ 
vrements en relations entre un recouvrement et une partition et même entre 
deux partitions. 

Rappelons qu’une famille W est un raffinement d’une famille U si pour 
tout W G W, il existe U EU tel que W C U. 

On dit qu’une partition J 7 est un raffinement d’un recouvrement U (tradi¬ 
tionnellement, J 7 est dite subordonnée kU) si le socle de J 7 est un raffinement 
de U. En particulier, une partition T est dite un raffinement d’une partition 
% si (le socle de) T est un raffinement du socle de %. 

Une propriété importante, plus forte que la normalité, est l’existence 
d’une partition de l’unité plus fine pour tout recouvrement ouvert. Avant 
d’aborder l’examen de cette propriété, caractérisons les partitions dont la 
somme est continue. 

Une partition T sur X est dite localement presque finie si pour chaque 
x E X et pour tout e > 0, il existe U G V(x) et une partie finie T de J 7 telle 
que 

( C - 3 ) SUp u€ y ^ /6 ^\r A«) < £ ' 

En généralisant un critère concernant les séries de fonctions positives, on 
observe que 

Proposition 1.3. Si T est une partition et pour tout x G X, 

(C.4) h(x) := r f( x ) < °°> 

alors h est continue si et seulement si J 7 est localement presque finie. 
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Démonstration. On suppose que h(x) < oo pour tout x G X. Soit J 7 
localement presque finie. Si e > 0 et x G X, alors selon (C.2), il existe une 
partie finie T de J 7 telle que YfeT f( x ) > — § • En tant que somme 

finie de fonctions continues, J2feT? est con thiue, donc il existe un voisinage 
Uo de x tel que 

h{x) -e< ^2 f€T f(x) - f < Yl f€T f M - M") 
pour tout u eUo- 

Puisque J 7 est localement presque finie, pour e > 0 et x G X, il existe 
une partie finie T de J 7 et un voisinage U\ de x tels que 

~ E /er /(«) = E /€Ar /(«) < § 

pour tout u G C/i. Comme YfeT f est continue, il existe un voisinage U de 
x, inclus dans Uo fl £/i, et tel que, pour tout u G £/, 

/i(x) + e > /(x) + e 

> E /€r /( tt ) +1 = m «) - E /6nr /(«)+1 > m «)- 

Réciproquement, soit h continue. Si x G X et £ > 0, alors d’après (C.2) 
il existe une partie finie T de J 7 telle que h(x) — YfeT /( x ) < f • Puisque h 
est continue, Yfej\rf = ^ ” Y,ferf est continue, donc il existe C/ G V(x) 
tel que 

su PuGt/ 2 < ^ 

c’est-à-dire J 7 est localement finie. □ 

Si J 7 est une partition, alors 

^fin := (E /6T / : ^ c ^ cardT < oo} 

est une partition et Yfepf = Observons que si J 7 ^ n est équicon- 

tinue, alors J 7 est équicontinue. Cependant l’implication réciproque n’est pas 
valable, car les sommes finies YfeT f constituant J 7 ^ n n’ont pas de longueur 
limitée. 

Proposition 1.4. Si (C.4), alors h est continue si et seulement si J 7 ^ n 
est équicontinue. 

Démonstration. Si YfeJ 7 ? es t continue, alors, d’après la proposition 
1.3, J 7 est localement presque finie, c’est-à-dire pour chaque x G X et tout 
e > 0 il existe U G V(x) et une partie finie T de J 7 telle que 

supU€t/E /6AT ^( W ) < I- 

Donc si S est une partie finie de J 7 , alors s\xp ueU YfeS\Tf ( u ) < f > donc 

wPueu E /€ 5 \ r rt tt )-E /€ 5 \ T A*) <§• 
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D’autre part, la famille de fonctions continues {J2feV f : <SCT} est finie, 
donc équicontinue, et par conséquent, il existe V E V(x) tel que 

<°' 5 > \E tssnT n i )-E K snT fM \ < i 

pour tout / E V et u E V. Ainsi 

|E /65 /(*)-E /€5 /M <e 

pour toute partie finie S de J 7 et tout u E U fl V, ce qui montre que J 7 ^ n est 
équicontinue. 

Réciproquement, selon la définition de la somme (C.2), pour tout w E X 
il existe une partie finie T w de J 7 telle que 

h<»> - < s- 

Par définition, si J 7 ^ est équicontinue sur X , alors pour tout x E X et 
tout e > 0 il existe un voisinage V de x tel que 

|E /6r A«)-E /€r A*)|<S 

pour toute partie finie T de J 7 et chaque v E V. Si v e V et T = T v U T x , 
alors 

\h(v) — h(x )| < 

K) - E /€T /H + |E }€T K v ) - E /6r /( x )| + |E /6T /(*) - > 

donc \h(v) — h(x)\ < £, c’est-à-dire h est continue en x pour tout x G X. □ 

Proposition 1.5. Soit J 7 une partition de X telle que (C.4) pour tout 
x E X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) J 7 est équicontinue, 

(2) {max(/ — g, 0) : / E J 7 } est localement finie pour toute fonction conti¬ 
nue g : X — »]0, oo[, 

(S) {max(/ — £, 0) : / E J 7 } est localement finie pour tout e > 0. 

Démonstration. (1) => (2) : Si J 7 est équicontinue, alors pour tout 
e > 0 il existe une partie finie T de J 7 et un voisinage V de x tels que 
f(v) < £ pour tout v EV et / E J r \T. 

Effectivement, soit V un voisinage de x tel que | f(v) — /(x)| < | pour 
tout v E V. D’après la condition (C.4), il existe une partie finie T de J 7 telle 
que h(x) — J2ferf( x ) < f P ar conséquent, f(x) < | pour tout / E J r \T. 
Donc si f E J 7 \T et v EV, alors 

f(v) < f(x) + | < e. 

Si maintenant 0 < £ < ^(x), alors il existe un voisinage W de x inclus 
dans V et tel que £ < g(v) pour tout v E W. Donc 

f(v) - g(v) < f(v) - e < 0 
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pour tout v E W et / G 7* \ T, ce qui veut dire que {max(/ - g> 0) : / G 7*} 
est localement finie. 

(2) => (3) pour f(x) := e > 0. 

(3) => (1) : La condition (3) signifie que pour tout e > 0 et x G X, il 

existe une partie finie T de J 7 et un voisinage V de x tels que f(v) < e pour 
chaque v E V et pour tout / G 7\ T, donc | f(v) — f(x)\ < 2e pour chaque 
v E V et pour tout / g7\T. Puisque T est finie, il existe un voisinage W 
de x inclus dans V tel que | f(v) — f(x)\ < 2e pour chaque v E W et pour 
tout / G 7. □ 

Lemme 1.6. Si J 7 C C (X,R) équicontinue et sup{/(x) : / G J 7 } < oo 
pour tout x € X, alors 

( su P/gT f ’ T C J 7 } 

est équicontinue. 

Démonstration. Posons fr := sup/ G r/- Soit x G X et e > 0. Alors 
f'p^x) + e > f(x) + e pour tout f E T et pour tout T C J 7 . D’après 
l’équicontinuité de J 7 il existe V G V(x) tel que pour tout v G V et chaque 

fer, 

fr{x) + £> f(x) + e> f(v), 

donc /t(#) + £ > SU P ferf( v ) = /t( v ) pour tout v G V. D’autre part, pour 
tout T C 7*, il existe gj- G T telle que <7 t( x ) > It( x ) — £ et comme J 7 est 
équicontinue, il existe V G V(x) tel que 

/•7» > 07» > /r(») - £ 

pour tout v G V et tout T C J 7 . □ 

Une famille W est dite un raffinement régulier d’une famille U si pour 
tout W G W il existe U G U tel que cl W C U. Une partition G s’appelle un 
raffinement régulier d’une partition J 7 si le socle _L G de <?est un raffinement 
régulier du socle _L J 7 de J 7 . 

On dit qu’une partition G est une minorante (respectivement, minorante 
stricte) d’une partition J 7 si pour tout f E J 7 il correspond un unique gf E G 
tel que gf(x) < f(x) (respectivement, gf(x) < f(x)) pour tout f E J 7 . 

Bien entendu, toute minorante de J 7 est un raffinement de J 7 . D’autre 
part, si G est une minorante de 7*, alors 

Y ' g < V /. 

Z-^geG u ~ 3 

Lemme 1.7. Toute minorante stricte d } une partition est son raffinement 
régulier. 

Démonstration. Soit G = {gf : / G J 7 } une minorante stricte de 7*. 
Alors pour tout / G 7*, 

{g f > 0} C cl» > 0} C » > 0} C {/ > 0}, 

donc G est un raffinement régulier de 7*. □ 
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Proposition 1.8. Si Q est une minorante de T et es t continue, 

alors J2 g eG 9 es ^ con ^ nue - 

Démonstration. Puisque est continue, ^fin est équicontinue 

grâce à la proposition 1.4, donc vérifie la condition (3) de la proposition 1.5. 
Il est évident que si G est une minorante de J 7 , alors Gfm. vérifie également 
la même condition donc est équicontinue en raison de la proposition 1.5, 
car < 00 ■ Par conséquent, J2 g eç9 est continue, eu 

regard à la proposition 1.4. □ 

Proposition 1.9. Toute partition équicontinue T d’une fonction finie 
admet une minorante localement finie qui est un raffinement régulier de T. 

Démonstration. Si T est une partition équicontinue d’une fonction 
finie sur X, alors {min(/, 1) : / G J 7 } l’est aussi, donc on peut supposer que 
T c C (X, [0,1]). D’après la proposition 1.4 et le lemme 1.6, 

F(x) :=sup f € ?f(x) 

est strictement positive et continue. En conséquence, 

G ■- {max(0, / - \F) : f G F} 

est une minorante stricte de J 7 , donc un raffinement régulier J 7 , compte tenu 
du lemme 1.7. Enfin, grâce à la proposition 1.5, G est localement finie. □ 

Corollaire 1.10. Toute partition de l’unité admet une partition de l’unité 
localement finie qui la raffine. 

Démonstration. Si T est une partition de l’unité, alors à cause de la 
proposition 1.9, il existe une minorante localement finie G raffinant J 7 , donc 
h := J2geç9 es ^ continue et strictement positive d’après la proposition 1.8. 
Ainsi {g/h : g G G} est une partition localement finie de l’unité. □ 

Corollaire 1.11. Si un recouvrement ouvert d’un espace topologique 
admet une partition de l’unité qui le raffine, alors il admet une partition 
localement finie de l’unité qui le raffine. 

2. Topologies paracompactes 

Une topologie est dite paracompacte si tout recouvrement ouvert admet 
un recouvrement ouvert localement fini qui le raffine. 

Il s’ensuit que toute topologie compacte est paracompacte 

Lemme 2.1. Si Fo, F\ sont deux fermés d’un espace paracompact X tels 
que pour tout x G Fo il existe U x G Af(x) et V x G V(-Fi) avec U x fl V x = 0, 
alors V(Fq) et V(-Fi) ne se grillent pas. 


1. Voir l’exercice 5 pour un résultat plus fort dans le cadre des espaces topologiques 
réguliers. 
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Démonstration. La famille U := {U x : x G F 0 } U {X \Fo} est un 
recouvrement ouvert de X. Soit W un raffinement localement fini de U. 

Si on pose Wo := {W G W : W fl Fo ^ 0} , alors cl W fl F\ = 0 pour 
tout W G Wo et 

Focll Wcd([\ W)=[\ cl W y 

selon l’exercice 2. Ainsi [JweWo W e V( F o) et X \ \JweW 0 cl w e ff(Fi). □ 

Si Fo est fermé et x £ Fo, alors selon le lemme 2.1 avec F\ := {x}, 

Corollaire 2.2. Tout espace paracompact séparé est régulier. 

Théorème 2.3. Toute topologie séparée paracompacte est normale. 

Démonstration. Si Fo,Fi sont deux fermés d’un espace paracompact 
X. Grâce au corollaire 2.2, pour tout x G Fo il existe U x G V(x) et V x G V(Fi) 
tels que U x fl V x = 0. En vertu du lemme 2.1, V(Fo) et V(Fi) ne se grillent 
pas. □ 

Proposition 2.4. Si X est un espace topologique séparé, alors les condi¬ 
tions suivantes sont équivalentes : 

(1) X est paracompact ; 

(2) pour tout recouvrement ouvert de X il existe une partition locale¬ 
ment finie de Vunité plus fine ; 

(3) pour tout recouvrement ouvert de X il existe une partition de Vunité 
plus fine. 

Démonstration. (1) => (2) : Si X est séparé et paracompact, alors 
tout recouvrement ouvert possède un raffinement localement fini W recou¬ 
vrant X. D’après le théorème 2.3, X est normal, donc régulier, ainsi il 
existe un recouvrement {Fw : W G W} telle que clFw C W pour tout 
W E W. Comme X est normal, selon le lemme III.6.1 de Urysohn, pour 
tout If G W il existe une fonction continue fw'X-> [0,1] telle que 
f w ( F w ) = {1} et f w (X \ W) = {0} . Puisque W et {Fw : W G W} sont 
des recouvrements localement finies, {fw • W G W} est une partition loca¬ 
lement finie, donc Ylvew fv es ^ une fonction continue strictement positive. 
Ainsi {fw/EveW fv - W E W} est une partition localement finie de l’unité 
raffinant W. 

Évidemment, (2) => (3). 

(3) => (2) : Si U est un recouvrement ouvert et T est une partition de 
l’unité raffinant W, alors en vertu du corollaire 1.11, il existe une partition 
localement finie de l’unité Q raffinant F, donc U. □ 

Une partition F sur X est dite bornée s’il existe c > 0 tel que 
sup{/(x) :xGl,/GF}<c. 

Il s’avère que tout recouvrement ouvert d’un espace topologique normal 
admet une partition bornée plus fine (Voir l’exercice 4). 
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Lemme 2.5. Pour toute partition bornée équicontinue, il existe une par¬ 
tition plus fine, équicontinue, d ’une fonction bornée. 

Démonstration. Soit T une partition bornée par c > 0. On peut 
indexer T = {f s : s G S} , où S est bien ordonné. Posons 

g s (x) := max(0, f s (x) - s\ip t<s ft(x)). 

pour tout x G X et s G S. Selon le lemme 1.6, {f s — sup t<5 f t : s G S} est 
équicontinue, donc {g s : s G S} est équicontinue. 

Puisque chaque f s est positive, 

(C.6) t<s=> g s (x) < f s (x) - f t (x) 

pour tout x G X. Soit s(x) le plus petit s tel que f s (x) > 0. Alors f s ( x )( x ) = 

9s(x)( x ), donc J2ses9s(x) > 0. 

Pour toute partie finie croissante • • • , £n} de {s G S : g s (x) > 0}, 

en vertu de (C.6), 

teT ^ X ^ 

< fti(x) + (/t 2 (x) - f tl (x)) + ... + ( ft n (x ) - ftn.^x)) 

= ftn( X ) < 

et ainsi g{x) := Y^ s es9s( x ) ^ c d’après (C.2). En conséquence, {g s : s G *?} 
est une partition équicontinue d’une fonction bornée raffinant T. □ 

Théorème 2.6. Soit X un espace topologique normal. S’il existe une 
partition équicontinue raffinant un recouvrement ouvert U de X, alors il 
existe une partition de l’unité raffinant U. 

Démonstration. Soit U un recouvrement ouvert d’un espace normal 
X et soit T une partition équicontinue raffinant ^ 

{(J U€r U:TcU, cardT < oo}. 

Ainsi T\ := {min(l, /) : / G J 7 } est bornée et possède toutes les proprié¬ 
tés de T ci-dessus mentionnées. D’après le lemme 2.5, il existe une partition 
équicontinue G d’une fonction bornée raffinant T. D’après la proposition 
1.9, il existe une partition H localement finie plus fine que U. Il s’ensuit que 
J2hen h est con ti nue et strictement positive, donc en divisant tout élément 
de % par la fonction J2hen on obtient une partition de l’unité raffinant 
U. □ 

Théorème 2.7 (A. H. Stone). Tout espace métrisable est paracompact. 

Démonstration. Si d est une métrique bornée par 1 sur X et si U 
est un recouvrement ouvert de X, alors T = {d (•, X \ U) : U G U} est une 
partition équicontinue bornée raffinant U. En vertu du théorème 2.6, il existe 
une partition de l’unité raffinant W, donc grâce à la proposition 2.4, X est 
paracompact. □ 


2. L'enveloppe additive de U 



C. MÉTRISATION 


247 


Une famille A de parties d’un espace topologique X est dite a-localement 
finie, s’il existe une suite ( A n )n de familles localement finies telle que 
A = UnGN ^n • 

Lemme 2.8. Toute topologie régulière admettant une base a-localement 
finie est parfaitement normale. 

Démonstration. Soit X un espace régulier et ( B n ) n une suite de 
familles localement finies d’ouverts telle que UneN^ est une base d’ou¬ 
verts de X. Soit Fo, F\ deux fermés disjoints de X. Pour chaque x G X \ F\ 
il existe n(x) G N et W(x) G B n tels que x G W{x) C cl W{x) C X\F\, 
car X est régulier. Pour tout n G N soit W n := (J {W(x) : n(x) = n}. 
Comme B n est une famille localement finie pour n, en raison de l’exer¬ 
cice 2, cl W n = (J{clW'(x) : n(x) = n}. Il s’ensuit que Fo C UneN^ c 
UneN = X\F\, ce qui entraîne la normalité de X, eu égard à la propo¬ 
sition III.2.3. En plus, ceci montre que tout ouvert est l’union dénombrable 
de fermés, donc tout fermé est un £?<$, donc X est parfaitement normale en 
raison de l’exercice III.21. □ 

Corollaire 2.9. Tout espace métrisable admet une base a-localement 
finie. 

Démonstration. Si X est un espace métrisable et d est une métrique 
compatible, alors d’après le théorème 2.7, pour tout n G Ni, le recouvrement 
B n :== { Bd(x , £) : x G X} de X admet un recouvrement localement fini U n 
raffinant B n . Donc U := (J n€Nl est une base d’ouverts cr-localement finie. 
□ 

3. Fragmentations des partitions de l’unité 

À partir d’une partition de l’unité nous allons construire, de manière 
canonique, une partition plus fine avec quelques propriétés supplémentaires. 
Soit T une famille de fonctions continues positives sur X. Une famille 

(C.7) $ := {ip r : T C J,0/ cardT < oo} 

de fonctions continues positives, indexées par les parties finies de T, est 
appelée une fragmentation de T si pour chaque / G T, 

^ C ' 8 ) ^ ~ TItbî cardT V>r 

et <è x := [T : <Pt( x ) > 0} es t totalement ordonné par inclusion pour tout 
XGI 

Notons que si $ est une fragmentation de T, alors _L$ est un raffinement 
pas seulement de LF, mais également de l’ensemble des intersections finies 
de LF. En effet, d’après (C.8), {ipj* > 0} C H/gT {/ > 0}* 

Proposition 3.1. Si (C.8), alors $ est un raffinement de F et 

(C ' 9) E,&f = ^ K ,'E nf -£ïfVT = 'E T a'rr- 
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Démonstration. En effet, si T est une partie finie de T et / G T, alors 
(C.8) implique {tp r > 0} C {/ > 0}. Pour justifier (C.9), notons que dans la 
somme double ci-dessus, toute partie finie T de J 7 apparaît cardT fois. □ 

Corollaire 3.2. Une famille est une partition de Vunité si et seulement 
si sa fragmentation est une partition de l 1 unité . 

Pour toute partie finie non vide T de T, soit 

(C.10) 7 r := cardT- max(0,min/ € r/ ~ sup/ € j-\r/) 

et soit 

T 1 := {' fj* : T C T, 0 / cardT < oo}. 

Exemple 3.3. Si X := M, alors T := {sin 2 ,cos 2 } est une partition 
de l’unité. En posant /o := sin 2 ,/i := cos 2 , nous calculons T' en utilisant 
l’identité cos 2 x — sin 2 x = cos 2x, 

7 { 0 }(x) = max(0, — cos2x), 

7 {i>(x) = max(0,cos2x), 

7 {o,i}( x ) = 2min(cos 2 x, sin 2 x). 



Figure C.l. La partition {/o,/i}> où fo ( x ) = cos 2 x et fi ( x ) = 
sin 2 x pour tout x G M, et sa fragmentation {7{o}>7{i}>7{o,i}}- 


Théorème 3.4. Si T est une partition de Vunité, alors T 1 est son unique 
fragmentation. 
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Démonstration. Montrons que T 1 est une fragmentation de T . Comme 
T est une partition d’une fonctions continue, d’après la proposition 1.4, J- fi n 
est équicontinue, donc T est équicontinue, donc le lemme 1 . 6 , 

implique que tous les suprema d’éléments de T sont continues et, par 
conséquent, T 1 est composée de fonctions continues. 

Prouvons que T x {T : 7 t(x) > 0 } est totalement ordonné pour tout 
x G X, Si T G T x c’est-à-dire 1 t(x) > 0, alors d’après (C.10), 

min/€T/(®) > su PfçF\T / ( x ) • 

Donc si / G T, alors f(x) > g(x) pour tout g G T \ T. Par conséquent, si 
76,7Ï € F' x , fl e 7Ï\7Ô et f 0 € 7o\7ï, alors /i(ar) > f 0 (x) et f 0 {x) > fi(x), 
ce qui est impossible. On conclut que 7o C 7i ou 7Ï C 7o- 

Il reste à montrer (C. 8 ). Soit x G X. Puisque T est une partition de 
l’unité, en raison de la proposition X.5.3, il existe m(x) G Ni U { 00 } et une 
partie 

Tx = {fn : 0 < n < m(x)} 

de T telle que f n (%) > / n +i(x) > 0 pour tout n < m(x) et f(x) = 0 si 
/ G T \ T x • Par conséquent, f(x) = 0 si et seulement si / ^ T x . Donc si 
f €T\J r X ) alors d’après (C. 10 ), Jt(x) = 0 , ce qui prouve (C. 8 ) dans ce cas. 

Si / G T X) alors il existe no < m(x) tel que / = /no- Alors d’après 
(C.10), 7 t~( x ) > 0 si et seulement si T = Tk := {fn 0 < n < k} où k > no 
et (C.10), max(0,min /6rfc f(x) - sup f€J ^ Tk f(x)j = f k (x) - fk+i(x) 

1 _ ( fk{x) - fk+i(x) sik< m{x), 

cai'd Tk | fk( x ) si k = m{x). 

Ainsi 

= Eo^ttw-feiW) 

no<k<m(x ) card7 k 

ce qui revient à (C.8). 

Afin d’établir l’unicité, supposons que 

$ = {<Pt ' T C 7,0^ card T < 00 } 
est une fragmentation de T. 

Si x G X alors = {T : ^Pt( x ) > 0} est dénombrable non vide, car 
$ est une partition de l’unité. Puisque <è x est totalement ordonné, il existe 
n(x) G Ni U { 00 } tel que 

$x = {T n : 1 < n < n(x)} 

et T n est strictement inclus dans T n +\ si n + 1 < n(x). 

Bien entendu, f(x) > 0 si et seulement si / G Un<n(æ) Tn a l° rs f ( x ) — 
5 n (x), où 

(C. 11 ) 
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si et seulement si n est le plus petit élément de Ni pour lequel / G T n - 

Montrons que les éléments de $ sont de la forme (C. 10 ). 

Fixons x G X et considérons une partie finie T de JF. Si / G T\|J?^ T n , 
alors x ) = 0 et /(x) == 0 , ainsi 7 t(x) = 0 , donc Jt(x) = (p^(x). 

sircur w r„, alors soit n le plus petit nombre naturel, pour lequel 
T C T n - S’il existe / G 7^\T alors ^(x) = 0 , car T £ $ x - Ainsi f(x) > g(x) 
pour tout g € T, donc Jt(x) = 0 et 1t(x) = Tt( x ) et > P ar conséquent, 

T = Tn . 

Soit f e T n \ Tn-i si n > 1 (et / G 7i si n = 1). Alors /(x) = 
min/^ 7 ^ h(x) = s n (x) selon (C.ll). D’autre part, s n +i(x) = sup g(x) 
et en conséquence, 

0 < «»(*) - s n+ i(x) = min heTn h(x) - sup^ Tn g(x) = ^ 7 r Jx), 

ce qui montre que ipT n (x) = 77 ^(x). □ 

Une famille A de parties d’un espace topologique X est dite a-discrète, 
s’il existe une suite (An) n de familles discrètes telle que A = UneN^* 

Théorème 3.5. Tout recouvrement ouvert d’un espace métrisable pos¬ 
sède un raffinement ouvert localement fini et a-discret. 

Démonstration. Soit X un espace métrisable et d est une métrique 
compatible, bornée par l.Si U est un recouvrement ouvert U de X, alors la 
famille 


{d(-,X\U) :U eU} 

est une partition équicontinue et bornée qui raffine U. Comme X est normal, 
d’après le théorème 2 . 6 , il existe une partition de l’unité qui raffine W, donc, 
en vertu du corollaire 1 . 10 , il existe une partition localement finie JF de l’unité 
qui raffine U. Ainsi la fragmentation F 1 de F raffine U ) car F 1 raffine F. 

Pour tout n G N, les éléments de W n := {{pr > 0} : T C J 7 , card T — n} 
sont disjoints deux à deux. En effet, si {ipq- > 0 }fï{y ?5 > 0} / 0 alors T C. S 
ou bien S C T, donc T = 5, car card T = card S. 

En vertu du théorème 3.4, pour tout n G N et A; G Ni, la famille 

Wn.fc := {{<p T > 1 } : TC T, card T = n} 

est un raffinement régulier localement fini de W n . Ainsi W n> k est discrète, 
car si x G X et V est un voisinage rencontrant un nombre fini d’éléments de 
W n) fc, alors il existe au plus un T avec card T = n tel que x G cl^^ > ^}. 
Donc il existe un voisinage W de x tel que WD cl{<^s > = 0 pour tout 

S C J 7 avec cardS = n. □ 
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4. Théorèmes de métrisation 

Une fonction d : X x X —> M+ est appelée pseudométrique si pour tous 
x,y,ze X , 

(C.12) d(x,y) =d(y,x), 

(C.13) d(x,x) = 0, 

(C.14) d(x , z) < d(x y y) + d(y , z). 

Bien entendu, une pseudométrique d est une métrique si d(x,y) = 0 
implique x = y. Une famille V de pseudométriques est dite compatible avec 
une topologie de X si x G Lim T si et seulement si {y G X : d(x, |/) < r} G 7 
pour toute d G D pour tout r > 0 et pour tout filtre J 7 . Bien entendu, s’il 
existe une famille de pseudométriques compatible avec une topologie, alors 
il existe une famille de pseudométriques bornées par 1 compatible avec cette 
topologie. 

On dit qu’une famille V de pseudométriques distingue les points des 
fermés si pour tout fermé F de X et x £ F, il existe d G V telle que 
d(x y F) > 0. 

Proposition 4.1. Si V est une famille dénombrable de pseudométriques 
distinguant points des fermés d f un espace séparé , alors la topologie compatible 
est métrisable. 


Démonstration. Si V := {d n : n G N} est une famille de pseudomé¬ 
triques bornées par 1, alors la topologie compatible est de caractère dénom¬ 
brable. Il est immédiat que 

( c - 15 ) d ( x > y) '■= S n6N y). 

est une pseudométrique bornée par 2. Si V distingue les points des fermés 
alors (C.15) est une métrique, car d(x,y) = 0 entraîne d n (x,y) = 0 pour 
tout n G N, donc x — y. 

Puisque la topologie compatible est de caractère dénombrable, il suffit 
de montrer que les suites convergentes pour la topologie et pour la métrique 
(C.15) sont les mêmes. Si 0 = lim^oo d(xk,x), alors lim^oo d n {xk^x) = 0 
pour tout n G N. 

Réciproquement, si lim^oo d n (xk,x) = 0 pour tout n G N et e > 0, alors 
il existe n £ G N tel que 



(*,»)< EL, 


1 £ 
¥ < 2 


pour tous x,y G X. D’autre part pour tout n < n £i il existe k n (e) G N tel 
que d n (xk,x) < | pourvu que k > k n (e). Ainsi, pour k > max n<ne k n (e), 

d(x t ,x) <j£ n<n , i + \<€. 
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Théorème 4.2 (Dydak). Un espace topologique séparé X est métrisable 
si et seulement s’il existe une partition de l’unité T sur X telle que 

{{/ > 0} : / e X} 

est une base d’ouverts de X. 

Démonstration. Si X est métrisable et d est une métrique compatible, 
alors B n := { B(x , ^) : x E X} est un recouvrement ouvert de X pour tout 
n > 1 et B := UneNi est une base d’ouverts de X. Si {f Xi n • % G X} est 
une partition de l’unité raffinant B n) alors {^r f Xy n : n G Ni, x G X} est une 
partition de l’unité de X raffinant B. 

Soit T une partition de l’unité sur X telle que {{/ > 0} : / G T} est 
une base d’ouverts de X. Il est évident que la fonction 

d(x,y) = l/( x ) “ f(y)\ 

est une métrique sur X. Montrons que d est compatible avec la topolo¬ 
gie de X. Pour tout x G X, la fonction y \—> d(x ) y) est continue, car 
J fin est équicontinue en tant que partition d’une fonction continue, donc 
{| f(x) — f \ : / G est équicontinue, et ainsi la boule 

B :={y€ X : d(x,y) < fo(x)} 

est ouverte pour la topologie de X. Ceci signifie que la topologie engendrée 
par d est plus fine que la topologie originelle de X. 

Réciproquement, si O est un ouvert de X et x G O, alors il existe fo G T 
telle que x G {fo > 0} C O. Afin de montrer qu’elle est incluse dans O, consi¬ 
dérons y £ O. Alors fo(y) = 0 et, d’autre part, d(x i y) > \fo(x) — fo(y)\ = 
fo(x) > 0, ce qui signifie que y £ B , donc B C O et ainsi la topologie 
originelle de X est plus fine que celle engendrée par d. □ 

Théorème 4.3 (Nagata-Smirnov). Un espace topologique est métrisable 
si et seulement s’il est régulier et admet une base a-localement finie d’ouverts. 

Démonstration. La nécessité découle du corollaire 2.9. Réciproque¬ 
ment, soit X un espace topologique régulier et B = UneN est une ' Dase 
d’ouverts de X telle que B n est localement finie pour tout n G Ni. En 
ajoutant un ouvert incluant (J BeB n s * nécessaire, on peut supposer que B n 
est un recouvrement ouvert de X pour tout n G Ni. En vertu du lemme 2.8, 
X est parfaitement normal. 

Pour tout B G B, soit fs G C(X, [0,1]) telle que B = {/# > 0}. 
Puisque B n est un recouvrement ouvert localement fini de X, la fonction 
:= YlBeB n ^ B est cont i nue strictement positive pour tout n G Ni. Ainsi 
{/b/ fn : B G B n } est une partition de l’unité pour tout n G Ni, donc 

{jl :5ee *'“ eNi i 

est une partie de l’unité, dont le socle B est une base d’ouverts de X. En 
vertu du théorème 4.2 de Dydak, X est métrisable. □ 
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Puisque toute famille cr-discrète est cr-localement finie, on en déduit 

Théorème 4.4 (Bing). Un espace topologique est métrisable si et seule¬ 
ment s’il est régulier et admet une base a-discrète d’ouverts. 

Exercices 

Solutions : pages 354-357. 

(1) Soit H une famille de fonctions réelles. Montrer que 

{sup fte -H h > 0} = {h > 0}, 
card Ti < oo => {min/^ h >°}=ru {h > 0}. 

(2) Si A est une famille localement finie d’un espace topologique X> 
alors 

cl(l I 4) cil clA 
(Comparer avec l’exercice III. 12). 

(3) Montrer qu’un espace topologique séparé X est normal si et seule¬ 
ment si tout recouvrement ouvert fini de X admet une partition 
finie de l’unité qui le raffine. 

(4) Montrer que tout recouvrement ouvert d’un espace topologique nor¬ 
mal admet une partition bornée plus fine. 

(5) Un espace topologique est appelé de Lindelôf si de tout recouvre¬ 
ment ouvert on peut extraire un recouvrement dénombrable. Mon¬ 
trer que tout espace topologique régulier de Lindelôf est paracom- 
pact. 

(6) Soit X = [0,1] et T = {1 — x, x} une partition de l’unité. Trouver 
la fragmentation T 1 de T et la fragmentation T n de T 1 . 

(7) Si U est famille de parties de X et A C X. Alors 

U* (A) :=[J{U GU : Anu ^ 0} 

s’appelle la U-étoile de A. Montrer que si T est une partition de 
l’unité, alors les _L/''-étoiles des points de X forment un raffinement 
de -LJ-. 




ANNEXE D 


Espaces normés fonctionnels 


Dans ce chapitre, nous étudions des espaces fondamentaux de fonctions 
mesurables. Rappelons quelques notions de la théorie de la mesure sans entrer 
dans les détails La dernière section est basée sur [17] de G. H. Greco. 

1. Mesure et intégrale 

Une famille non vide SOI de parties d’un ensemble T est appelée a-algèbre 
si T G SOI, T\AeWt pour tout A G SOI et |J nGN A n £ SOI pour toute suite 
(A n ) n d’éléments de 30t. 

Il s’ensuit que f) nGN € 90t également. Les éléments de 30t s’appellent 
ensembles mesurables. Une fonction fx \ 30t —» [0, oo] est dite une mesure 
positive , si /x(0) = 0 et si elle est dénombrablement additive , c’est-à-dire si 

P- 1 ) MU neN ^) = E n6N ^)- 

pour toute suite ( A n ) n d’éléments disjoints deux à deux de 30t. On appelle 
(T, 30t, fx) un espace mesuré. 

Une propriété P est dite être valable p-presque partout , si {t G T : -> P(t)} 
est mesurable et fx({t G T : -iP(£)}) = 0. 

Une mesure est dite complète , si M G 30t, n ( M ) = 0etAcM impliquent 
A G DJt et, par conséquent, p, (A) = 0. On note alors 9K* la plus petite o- 
algèbre incluant Wl et pour laquelle n est complète. 

La plus petite cr-algèbre 03 sur un espace topologique contenant tous les 
ouverts est dite borelienne et ses éléments s’appellent ensembles boreliens et 
l’espace mesuré (T, 03,/z) borelien. Une mesure est dite borelienne si elle est 
définie sur une cr-algèbre borelienne. Notons 03 la cr-algèbre borelienne. 

Si DJl est une cr-algèbre sur T, alors une fonction f de T dans M (ou C) 
est dite mesurable par rapport à une cr-algèbre SOI si / -1 (P) G SOI pour tout 
P G 03 ( borelienne si elle mesurable par rapport à une cr-algèbre borelienne). 
Il s’ensuit que / est mesurable si et seulement si / -1 (O) G SOI pour tout 
ouvert de O. Une fonction / est dite simple si f(T) est finie, étagée si elle 
est simple et / -1 (r) G SOI pour tout r dans M (ou dans C). Bien sûr, toute 
fonction étagée est mesurable. D’autre part (voir l’exercice 1), 

Lemme 1.1. Si f est positive et mesurable, alors il existe une suite 
croissante ( f n ) n de fonctions positives étagées telle que f(t) = hm^oo f n (t) 
pour tout t G T. 

1. Que l’on peut trouver dans de nombreux ouvrages, par exemple, dans [29]. 
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Si (T, 9Jt, p) est un espace mesuré, alors on définit Y intégrale de Lebesgue 
d’une fonction mesurable f : T R+ à partir des intégrales des fonctions 
étagées. 

Si / est étagée et positive, alors il existe n G N, ... , A n e 9K, 

disjoints deux à deux, et 0 < r\ < r *2 < ... < r n , tels que / = X!£=i 
Ainsi on définit 

/ (HL r ^A k ) dv ■= H=i • 

Si / : T —> R+ est mesurable, alors selon le lemme 1.1, / est la limite simple 
d’une suite croissante de fonctions étagées (/ n ) n , ainsi on définit 



Si / : T —> R, alors on définit 

J f dfj, := J f + dfi- J f~dn, 

où /+ := max(/,0) et f~ := -max(/,0), pourvu que f f+d/j, ou f f~d\i 
soit finie. Une fonction mesurable / est dite \i-intégrable si f |/| dfx < oo. Si 
/ : T —> C est une fonction telle que 5ft/ et 3/ soient intégrables, alors on 
pose f f du := f dtf d\i + i f 3/ dfx. 

Nous allons quelquefois faire recours aux théorème fondamentaux de 
Beppo Levi de convergence monotone et de Lebesgue de convergence 
dominée^. Soit (T,9 K,aO un espace mesuré. 


Théorème 1.2 (Beppo Levi). Si ( f n ) n est une suite croissante de fonc¬ 
tions positives mesurables , alors f(t) := Hm^oo f n (t) est intégrable et 


lim n 


» J fnd(Ji = J 


fd/j,. 


Théorème 1.3 (Lebesgue). Soit ( f n ) n une suite de fonctions mesurables 
(réelles ou complexes ), h :T -* R + une fonction intégrable telle que \f n (t)\ < 
g(t) pour tout t G T et tout n. Alors f(t) := lim n _>oo fnif) est intégrable et 


lim„_>oo J \f ~ /n| dfj, = 0. 


Proposition 1.4. Soit \i une mesure positive sur T avec p (T) < oo, 
soit f une fonction intégrable à valeurs dans C et soit F un fermé de C. Si 
pour tout A mesurable tel que p(A) > 0, 

mL'***' 

alors f(t) G F pour p-presque tout t. 


2. Comme ( f n ) n est croissante, la limite existe. On vérifie facilement qu’elle ne dépend 
pas du choix de telle suite. 

3. Des démonstrations de ces théorèmes se trouvent dans des livres sur la théorie de 
la mesure et de l’intégrale ou ailleurs, par exemple, dans [29]. 
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Démonstration. Supposons que rrt := fi({t : f(t) ^ F}) > 0. Comme 
on peut écrire C\F = \J n B(z n , r n ) avec r n > 0 pour tout ne N, alors 

m ^E n€N ^n), 

où A n = f~ l (B(z ny r n )). Par conséquent, il existe ne N, pour lequel 
ii (A n ) > 0. Or, 

“ -7TT [ f d A = TTTT f (/( x ) “ *i) d M*) < r n> 

M Ai) 7An I IM Ai) 7An 

c’est-à-dire 

ce qui contredit l’hypothèse. □ 

Soit (T,®t,^) un espace mesuré borelien. Alors fi est dite régulière si 
pour tout A e SOI tel que )t/(A) < oo, 

sup {fi(K) : K eJC T } = fi(A) = inf {fi(Q) : Q e O t } , 

où JCt et Ot désignent respectivement les familles des compacts et des 
ouverts de T. 

Dans l’espace euclidien, il existe une unique mesure complète m sur 05* 
qui est invariante par translations 

m ( A + x) = m (A ), 

qui coïncide avec le volume usuel sur les cubes. Elle est dite mesure de 
Lebesgue et les éléments de 05* sont appelés ensembles de Lebesgue^. Il est 
facile à prouver que la mesure de Lebesgue est régulière. 

Soit S 01 une cr-algèbre de parties d’un ensemble X. Une fonction fi: SOI 
C est dite une mesure complexe si (D.l) pour toute suite ( A n ) n d’éléments 
disjoints de SOI. Il s’ensuit de la définition que (D.l) doit rester valable pour 
chaque permutation de la suite (A n ) : la convergence dans (D.l) est absolue. 

Il existe une plus petite mesure positive À telle que \fi(A)\ < \(A) pour 
chaque A G fi. Cette mesure s’appelle la variation totale de p et elle est 
notée \fi\. On vérifie directement que 

M(,4) = sup^ neN |m(A„)|, 

où (A n ) n sont des suites de parties disjointes deux à deux telles que UneN^rc = 
A. On montre que si fi est une mesure complexe sur X, alors \fi\ ( X) < oo. 

Si fi est une mesure complexe prenant seulement des valeurs réelles : 
fi : SOI -> M, alors on note 

M + == è (H + M) » et n~ := \ (|^| - fi). 

Alors fi+ et fi~ sont des mesures finies telles que fi = fi + — fi~ et \fi\ = 
fi+ + fi~. Une fonction sur la cr-algèbre borelienne d’un espace euclidien 

4. Toute mesure positive complète sur 03* qui est invariante par translations et finie 
sur les compacts et égale à c • m, où m est la mesure de Lebesgue. 



258 


ANALYSE FONDAMENTALE 


est dite mesure de Radon si sa restriction à tout compact est une mesure 
complexe. Une mesure complexe borelienne [jl est dite régulière si \p\ est 
régulière. 

2. Espaces normés des fonctions mesurables 

Soit (T,®!,^) un espace mesuré et 1 < p < oo. Alors l’ensemble des 
fonctions réelles mesurables / telles que 

ll/llp := (f \f\ P dl*Ÿ <°° 

est notée C p {p). On dit que deux fonctions mesurables f,g sont équivalentes 
(par rapport à p) si ® 

(D.3) n{fïg} = 0. 

Par la suite, l’intégrale d’une classe d’équivalence est définie comme l’inté¬ 
grale de n’importe quelle fonction appartenant à cette classe. 

Notons Lp(fji) l’ensemble des classes d’équivalence par rapport à (D.3) 
des éléments de C p (p).^ Bien évidemment, si / et g sont ^-équivalentes, 
alors \\f\\ p = ||ff|| p pour tout 1 < p < oo. 

On observe que 

(D.4) ||/ + hH, = J |/ + h\ dp < J (|/| + \h\) dfi = 11/11, + 11/iHj, 

donc ll'Hj est une norme sur L\{p). 

Les nombres réels (étendus) 1 < p, q < oo sont dits conjugués si 

i+i-i 

P Q 

avec la convention ^ = 0. 

Proposition 2.1 (Inégalité de Hôlder). Si 1 < p < oo et p y q sont 
conjugués et f E L p (p),g E L q {p), alors 

(D.5) \f f9dn\<Wf\\ p \\g\\ q , 

avec Végalité si et seulement si \f\ p = \g\ 9 et sgn / = sgng presque partout. 

Pour simplifier la démarche, nous discuterons dans la suite de cette sec¬ 
tion le cas des espaces réels, mais quelques simples adaptations permettent 
d’obtenir le cas complexe. 

Démonstration. D’après l’inégalité (VIII.25) de Young, 

j fgdn \< J \fg\ du < J(i\f\ p + i\g\ 9 )dii = i\\f\\> + i\\g\\l 

5. {/ * fl} := {te T : f(t) * g ( t )}. 

6. Certains auteurs les notent L p (p) plutôt que L p (p). 
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Alors si ||/||£ = 1 et HsH® = 1, alors 

|/ fgd^ < î. 

Autrement, remplaçons dans la formule ci-dessus f et g par et |j^- 

respectivement, ce qui prouve l’inégalité (D.5) de Hôlder. 

Si sgn / = sgn g, alors f g > 0 (presque partout), donc 

1 / fgdfj\ = J\fg\ dg,. 

D’après l’exercice VIII.10, \fg\ = ^ \f\ p + ^ \g\ 9 si et seulement si \ f\ p = \g\ q 
(presque partout). □ 

Corollaire 2.2. Si 1 < p < oo etp, q sont conjugués et f G L p (p), alors 

II/II P = SU P{|//<H : |H|, = l}- 

Démonstration. D’après la proposition 2.1, 

ll/llp >\J fgdp\ 

pour tout g avec \\g\\ q = 1. Si ||/|| p = 1 alors, l’égalité est atteinte si g := 
£ 

sgn/ |/|« presque partout. En général, si ||/|| p ^ 0, alors en divisant / par 
H/llp, on obtient 



où g := sgn/ et \\g\\ q = 1, ce qui prouve le corollaire. □ 

Proposition 2.3 (Inégalité de Minkowski). Si 1 < p < oo, alors 
(D.6) \\f + h\\ p <\\f\\ p + \\h\\ p . 

Démonstration. D’après le corollaire 2 . 2 , 

11 / + h\\ p = SU P {|/ (f + h)gdiJ ,| : ||ff|| 9 < l} 

< sup {/ \fg\ dn + J \hg\ dg, : ||s|| g < l) 

< 11/11,+IM,- 

□ 

D’après (D.6), pour 1 < p < oo, la fonction ||-|| p est une norme sur L p {p). 
Les espaces l p de l’exemple IX. 1.3 sont des cas particuliers, où N est munie 
de la mesure de comptage p, c’est-à-dire telle que p(A) := card A pour tout 
AcT. 

Corollaire 2.4. Si 1 < p < oo et p, q sont conjugués, alors pour tout 
g G L q {p) y la forme linéaire f i-)> (f,g) est continue sur L p (p). 
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Le supremum essentiel du module de / est défini par 

(D.7) ll/Hoo := inf {r > 0 : /x {|/| > r} = 0} . 

L’ensemble des classes d’équivalences par rapport à (D.3) des fonctions 
mesurables / pour lesquelles H/H^ < oo est noté Lqo(aO* 

Il est immédiat que (D.7) est une norme. On observe que cet espace est 
complet, donc de Banach (voir l’exercice 2). L’espace de l’exemple IX. 1.4 
est un cas particulier avec T := N et p est la mesure de comptage. 

3. Décomposition de Lebesgue et le théorème de Radon-Nikodym 

Soit SDt une cr-algèbre, À une mesure complexe et p une mesure positive. 
On dit que À est absolument continue par rapport à p (À p) si pour tout 
Ae JW, 

p(A) = 0 => X(A) = 0. 

Une mesure complexe v est portée par N G ÜJl, si v(A) = v(AC\N) pour 
tout A G ÜJl. Si deux mesures v o, v\ sont portées par deux parties disjointes, 
alors on dit qu’elles sont mutuellement singulières et on note : _L v\. Il 

est facile de voir que 

(D.8) Ào -L v, Ai _L v => Ào + Ai ± v, 

(D.9) A 0 < i/, Ai < p => A 0 + Ai < 

(D.10) A < p => |A| < p, 

(D.ll) X v L \ 1. v, 

(D.12) X /a, A_L)U=>A = 0. 

Observons que s’il existe une fonction h G L l (p) telle que pour tout 
A G 3DÎ, 

A(i4)= f h dp, 

JA 

alors A est absolument continue par rapport à p. 

Théorème 3.1 (Lebesgue). Soit X une mesure complexe et p une mesure 
positive a-finie sur^Ol. Alors il existe un couple unique de mesures (complexes) 
Ao et Ai tel que 

(D.13) A = Ao + Ai, Ao p, Ai _L p. 

Théorème 3.2 (Radon-Nikodym). Soit X une mesure complexe et p une 
mesure positive a-finie sur ®l. Si X p, alors il existe un unique élément h 
de L\(p) tel que 

(D.14) A(j1)= f h dp 

JA 

pour tout A G SDt. 

Cette preuve simultanée des théorèmes 3.1 et 3.2 est due à J. von Neu¬ 


mann. 
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Démonstration. Supposons d’abord que g,, X sont positives et finies. 
Si 

K = À + fl, 

alors, pour / G L 2 M, 

f fdx\< f |/| dX < f \f\x x dK<K(X)k[ \f\ 2 dK)K 

J X J X J X J X 

selon l’inégalité (D.5) de Hôlder. Il en résulte que 

$(/) := f fdX 

Jx 


est une forme linéaire continue sur L 2 (ft). D’après le théorème X.5.1 de Riesz- 
Fischer, il existe g G L 2 M telle que 

(D.15) f fd\= f fgdK 

Jx Jx 

pour tout / G L 2 (k)- 

Puisque k est finie, k(A) < 00 pour toute partie mesurable A , donc la 
fonction caractéristique Xa es ^ dans L 2 (k)- Grâce à (D.15) avec / = Xa> on 
obtient À(^4) = J A gdK. Si 0 < k(A), alors cela entraîne 


(D.i6) 



< 1. 


D’après la proposition 1.4, toute fonction g vérifiant (D.16) pour chaque 
A G SDt avec 0 < ft(A), vérifie 0 < g(x) < 1 pour /^-presque chaque x. On 
peut donc supposer sans altérer nos formules que ceci soit valable pour tout 
x. Puisque k = X + ^ (D.15) implique 


(D.17) 


[ f(l-g)dX = [ fgdfi. 
Jx Jx 


La fonction g partage X en deux parties : 


£0 = {0 < g < 1} et Ei = {g = 1}. 

Il est clair que J E /(I — g)d\ = 0, donc c’est sur Si, où À est indépendante 
de fi. Posons pour chaque A G ÜJl, 


(D.18) X 0 (A) = X(AnEo) et Xi(A) = X(AnEi). 

Pour / = Xei dans (D.17) on a ix(E\) = J Ei OdX = 0, ce qui montre 
Ai _L ^ 

En posant / := (1 + g + ... + g n )xA dans (D.17), on obtient 

(D.19) f (1 — g n + l )dX = f g(l + g + ... + g n )d/i. 

J A J A 

D’une part, 

f (1 - 9 n + l ) dX= f (1 - g ” +1 ) dX= [ (1 — g n+ 1 )dX 0 
J A JahEq J a 


(D.20) 



262 


ANALYSE FONDAMENTALE 


et < 7 n+1 tend vers 0 sur Eq de manière monotone, donc l’intégrale de (D.20) 
tend vers Ao(A). D’autre part, g(l +... + g n ) tend de manière monotone vers 
une fonction mesurable h, donc, d’après le théorème 1.2 de Beppo Levi sur 
la convergence monotone, Ao(A) = J A hdfi. Comme h est positive et Ao est 
finie, h G L\(fi). En conséquence, Ao est absolument continue par rapport à 
fi. Nous avons démontré (D.13) (pour fi, A positives et finies). 

Maintenant si A fi, alors A = Ao, d’où découle (D.14). En effet Ai < A 
donc Ai fi et d’autre part, Ai _L fi ce qui, grâce à (D.12), entraîne Ai = 0. 

En ce qui concerne l’unicité, s’il y avait une autre décomposition vq, vi 
vérifiant (D.13), alors on aurait Ao — vq = vi — Ai et grâce à (D.8) et (D.9), 
Ao — vq M — Ai _L fi. En vertu de (D.12), Ao = vo et v\ = Ai. 
L’unicité de h vient du fait que si f A (ho — h\)dfi = 0 pour tout A G 
alors fi {ho ^ h\} = 0. 

Si fi est cr-finie, alors il existe une suite ( X n ) n de parties disjointes de X 
telle que fi n = fi\x n est finie pour tout n. Ayant effectué la décomposition par 
rapport à toute fi n , on recolle les morceaux. Les fonctions h n sont recollées en 
une fonction mesurable h sur X tout entier et puisque A est finie, h G L\(fi). 

Finalement, si A est une mesure complexe, alors on a A = 5RA + iSA 
et encore A = (5RA) + — (5RA)“ + ï(SA) + — i(SA)“. Il suffit d’appliquer nos 
résultats à chacune des quatre mesures positives (et finies !) séparément et 
recoller les morceaux. □ 


4. Structure du dual de L p 

Soit fi une mesure positive cr-finie. Soit 1 < p, q < oo exposants conjugués 
(I + I = 1), où on admet 0 = Si g G L q (fi) y alors 

(D.21) *(/) = j fddfi 

est une forme linéaire continue sur L p (fi) et ||$|| < ||^|| g grâce à l’inégalité 
de Hôlder : 

(D.22) \jfgd»\ < (y \g\ q dfxj * [J \f\*> = ||p||J|/|| p . 

Il s’avère que toute forme linéaire continue sur L p (fi) est de la forme 
(D.21) pourvu que p < oo. 

Théorème 4.1. Soit fi une mesure positive a-finie, 1 < p < oo. Si $ G 
(L p (fi)Y, alors il existe Vunique g G L q (fi) telle que pour chaque f G L p (fi), 

*(f) = J fgd», et ||«|| = IMI,. 

Démonstration. Soit fi une telle mesure sur une cr-algèbre 9 71 de par¬ 
ties d’un ensemble X. Il convient de démontrer le théorème d’abord dans le 
cas où fi est finie. 
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Montrons d’abord que toute forme $ qui est linéaire continue sur L p (fj > ) i 
1 < p < oo définit sur p une mesure complexe. Posons 

<p(A) := $(xa) 

pour tout A G ÜJl. La fonction d’ensemble ip est une mesure complexe. 
Effectivement, si A fl B = 0, alors Xaub = Xa + Xb> donc 

<p(A U B) — $(xa + Xb) = $(Xa) + $(Xb) = V>( A ) + V( B )- 
Si maintenant A = (J n A n et A n sont disjoints deux à deux, alors on a <p(A) = 
V>(A n ), car p(A) = ]T^°^(.A n ), donc pour 1 < p < oo, la différence 

n p oo 

KA) - = / ( 53 XAtW 

2=0 J 2=71+1 

tend vers 0 et puisque $ est continue sur L p (p), la suite <p(A) — ]C?=o^(^*) = 
^(Z)Sn+iXAi) ten d vers 0 également. Si p(A) = 0, alors \\xa\\p = donc 
<p(A) = 4>(xa) = 0 et alors ip p. 

Le théorème de Radon-Nikodym assure l’existence de g G telle que 
pour tout A G ÜJl, 

®(Xa) = <p( a ) = / 9 du. 

JA 

En conséquence, (D.21) est satisfaite pour toute fonction étagée, et comme 
toute fonction / G L°°(p) est une limite uniforme de fonctions étagées et 
a fortiori une limite dans L p (p) pour 1 < p < oo, (D.21) est valable pour 
/ € 

Montrons que si G [L p (p)Y et 1 < p < oo, alors g G L q (p) avec 
^ ^ = 1 et que (D.21) reste valable pour chaque / G L p (p). Si p = 1, alors 

pour tout Ag/i, 

\f gdn = \<!>(xa)\ < ll*llllxjLifo) = 11*11/+*). 

\Ja 

En conséquence, grâce à la proposition 1.4, pour ^-presque tout x on a 
\9(x) I < ||$||, donc \\g\\L<*>(jjL) < ||$||, ce qui entraîne l’égalité. Si p > 1, alors 
considérons G n = {\g\ < n} et la fonction suivante 

9n = 

où a est une fonction complexe telle que \g(x)\ = a(x)g(x) (donc |a(x)| = 1) 
pour tout x. Comme g n G L°°(^), on peut poser / := g n dans (D.21) ayant 
pour effet 

( D -23) | J9n9d, = |*(ffn)| < ||*|| (I \9n\ P dl*j P . 

Comme les intégrandes dans (D.23) s’écrivent, respectivement, g n g = 
\9\ q Xa n et \9n\ p = \9\ pq ~ p XG n = \9\ q Xo n > la formule (D.23) devient 

J \9\ q X Gn d»<m(J \9\ q XG n dfj) P > 
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ce qui entraîne 

(/ WxgJv)' < 11*11 

et, après un passage à la limite pour une suite monotone, on a ||g||g < n*ii, 
donc selon (D.22), ||^||l 9 (/z) = ||$||- Par conséquent, la forme linéaire intégrale 
dans (D.21) est L p -continue. Or, $ est Lp-continue par hypothèse et puisque 
L°°(p) est dense dans L p (g) pour p > 1, la formule (D.21) est valable sur 
L p (/jb) tout entier. 

Revenons au cas général : p est une mesure positive cr-finie. Alors X = 
\J n X n ou p(X n ) < oo pour tout n G N. Puisque pour tout A e ®t, on a 
WxaIWp < H/llp, la forme / i—$( xa/) es ^ continue. D’après le premier cas, 
pour tout n, il existe g n G L q (p) telle que 


*(Xx„/)= f Î9ndn. 

JXn 

Bien entendu, on peut poser g n := g n Xx n • ^ s’ensuit alors que 

|£>|L s «*»■ 


donc en vertu du théorème 1.2 de Beppo Levi sur la convergence monotone 
9 = ££Li 9n vérifie (D.21) et ||ff|| 9 < ||$||. □ 


Corollaire 4.2. Si 1 < p < oo, alors L p est un espace de Banach réflexif. 
Démonstration. Puisque L p est le dual de donc ( L p ) n = L p . □ 


5. Structure des duaux de L ^ et de C(K) 

Il nous reste le cas d’une représentation de l’espace dual de Lqq. Il est 
préférable de considérer d’abord le dual de l’espace Iqo(T) de fonctions réelles 
bornées / sur un ensemble T, avec la norme 

ll/IL :=8up{|/(i)|:*er}. 

Une fonction v : 2 T —> M est dite une mesure additive (finie) si v(AUB) = 
i/(A) + v(B) si A fl B = 0. En particulier, v(0) = 0. 

Une mesure additive est dite positive si v(A) > 0 pour tout A C T. Si 
v est positive, alors elle est monotone , c’est-à-dire A C D entraîne i/(A) < 
v{D). 

On note M (T) l’espace vectoriel des mesures additives positives finies. 
Ses éléments s’appellent mesures additives de variation bornée sur T. Pour 
toute v G M (T) il existe deux mesures additives positives ^+,^_ telles que 
v(A) = i/+(A) — v -(A) pour tout A C T. On munit M (T) de la norme 

(D.24) H^ll := sup [Y W{A)\ : A partition finie de r|. 
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Exemple 5.1. Si U est un ultrafiltre libre sur un ensemble T, alors vu 
définie par 

/a \ / 1) si ^4 E W j 

) •— | s i a £ U, 

est une mesure additive, c’est-à-dire vu(AqVJA\) = vu(Ao) + vu(A\) pourvu 
que Ao fl A\ = 0. Puisque vu ne prend que deux valeurs, 0 et 1, il suffit de 
prouver que vu(Ao U A\) = 1 si et seulement si vu(Aq) + vu(A\) = 1. 

Or vu(Ao U A\) = 1 si et seulement si Ao U A\ E U et comme U est un 
ultrafiltre Ao E U ou A\ G ZY, c’est-à-dire vu(Ao) = 1 ou vu(A\) = 1. Or 
Ao E U si et seulement si A\ £ U , car Ao fl A\ = 0 et U est un filtre. Il 
s’ensuit que vu(Aq) + vu (Ai) = 1. 


Si v est une mesure additive positive finie, alors pour toute / G Iqo(T ), 
on définit l’intégrale / fdv comme on a fait dans (D.2) en sachant que, dans 
notre cas, toute partie de T est mesurable. Ainsi l’intégrale est le supremum 
des combinaisons linéaires de {v(A) : A G ^4} , où A sont des partitions finies 
de T. Puisque v est positive, v(T) < oo et / est bornée, J fdv existe et est 
finie. 

Si v G M(T), alors 


J fdv := J fdv + - J fdv— 


Nous sommes maintenant en mesure de caractériser le dual de /oo (T). 


Exemple 5.2. Si vu est une mesure additive associée à un ultrafiltre U 
comme dans l’exemple 5.1, alors 

(D.25) j fdv u - limf(U) 

pour tout / G /qo- La limite existe pour tout f E l Q o, car l’ultrafiltre f(U) 
contient un compact [— H/H^ , ll/llool» d° nc est convergent. 

Il suffit d’établir (D.25) pour une fonction / positive et bornée. Si e > 0 
alors il existe une famille finie disjointe de parties de T et l’ensemble des 
nombres strictement positifs {ta : A e A} tels que s = ^2asA t AXa ^ / et 
ll/-*lloo < e. Ainsi il existe Ao G U fl A et, par conséquent, f sdvu = 
^2AeA r A l/ u(A) = ta 0 • Ainsi (voir l’exercice B.3) 

J fdv u = sup UeU inîneu f(t) 

= inf[/ €W sup n€U f(t), 

car U est un ultrafiltre, donc f fdvu = lim/(ZY). 

Théorème 5.3. Si v e M(T), alors 

(D.26) F„(f) := j fdv 

est une forme linéaire continue sur Zoo (T) et \\FvW = \\v\\. Réciproquement, 
si F E loo(Ty, alors il existe vp G M(T) telle que (D.26). 
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Démonstration. Il découle de la définition que F v est linéaire. Puisque 
{Xa : A G T} est totale dans loo(T ), si H/H^ < 1, alors 

IM/)I<IMI, 

l’inégalité devenant l’égalité si pour toute partition finie A de T on prend 
,/UW “ sgn v(A) pourvu que t G A. 

Si F G loo(Ty , alors v(A) := F(xa) P our tout AcT définit une mesure 
additive. On pose v+(A) := sup {v(D) : D C A} et on constate que v+ est 
une mesure additive positive, car F(x&) — 0* Comme v(A) < v+(A) pour 
tout A C T, la mesure v- := v — v+ est également positive, donc v G M(T). 
Enfin F(f ) = f f du pour toute / G loo(T ), puisque les formes linéaires 
continues F et v coïncident sur {xa : A C T} qui est une partie totale de 
loo(T). □ 

Corollaire 5.4. L'espace dual de Iqo est isométriquement isomorphe à 
M(N). 

L’exemple suivant montre que (/qo) 7 \!i /0. 

Exemple 5.5. Nous avons vu dans l’exemple 5.2 que tout ultrafiltre 
libre U sur N définit une forme linéaire continue sur l Q0 et Fu(f) := lim f(U). 
Il n’existe aucun g G l\ tel que Fu(f) = (/,^). En effet, si g = 0, alors pour 
/ = 1, on a Fu(f) = 1 et (f,g) = 0 ; s’il existe n G N tel que g(n) ^ 0, alors 
pour f(k) = S on a F u (f) = 0 et (/, g) = g(n). 

Si maintenant A4 est une cr-algèbre sur Te t /a est une mesure positive a- 
additive sur A4 et Al\i est l’ensemble des parties N de T telles que = 0, 
alors 

M(M,Af») := {u\ M : 1 / G M (T) et N G AT» => v(N) = 0} 
est un espace vectoriel qu’on munit de la norme (D.24). 

Théorème 5.6. L'espace dual de L^fj) est isométriquement isomorphe 

Soit K un espace métrique compact et C(K) l’espace vectoriel des fonc¬ 
tions réelles continues avec la norme (IX. 18). Le théorème suivant caractérise 
le dual de C(K). 

Théorème 5.7. La forme (D. 26) est linéaire continue sur C(K) pour 
tout v G M(K) et sa norme vérifie 

M C (K) = SU P{ / fdv-.fe C(K), ll/IL < 1}. 

J K 

L'application v \—y F v est linéaire et surjective de M(üQ à C(KY et v 
est dans son noyau si et seulement si = 0. 

Démonstration. Selon le théorème 5.3, chaque v G M (K) définit une 
forme linéaire continue sur Iqo(K) moyennant (D.26), donc la restriction de 
F v sur C(K ) est linéaire et continue. Réciproquement, si F G C(KY alors en 
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vertu du théorème IX.3.1 de Hahn-Banach, il existe un prolongement linéaire 
continu F de F sur loo(K) tel que ||F|| = ||F||. D’après le théorème 5.3, il 
existe vp G M (K) telle que F(/) = f K fdvp pour tout / G loo(K). Ainsi, 

M = IMIc(jo- (7) d 

On montre que la restriction d’une mesure additive sur la tr-algèbre des 
parties boreliennes s’un compact K est cr-additive. Ainsi on obtient 

Théorème 5.8 (théorème de Riesz). Une forme linéaire F sur C(K ) est 
continue si et seulement s’il existe une mesure vp telle que F(f ) = f f dvp 
pour tout f G C(K). 


Exercices 

Solutions : pages 357-359. 


(1) Montrer que 

(a) si / est positive et mesurable, alors il existe une suite crois¬ 
sante (f n ) n de fonctions positives étagées telle que f(t) = 
limn^oo fn(t) pour tout te T, 

(b) si en plus H/H^ < oo, alors la convergence est uniforme presque 
partout. 

(2) Soit Loo(^) l’espace des fonctions mesurables / (à valeurs dans R 
ou dans C), pour lesquelles 

ll/lloo := inf {r > 0 : n {|/| > r} = 0} < oo. 

Montrer que 

(a) la convergence en H*!^ est la convergence simple presque par¬ 
tout, 

(b) Loo{fj) est complet. 

(3) (Inégalité de Jensen) Soit (T, SDt, jj) un espace de probabilité (c’est- 
à-dire espace mesuré avec fi(T) = 1), / : T -> R est une fonction 
intégrable et (p : convT —> R est convexe. Montrer que 

(*) <P([ fdy)< [ <po fdn. 

JT JT 

(4) (théorème de Soit (T, 93,^) un espace borelien, où T est complète¬ 
ment régulier et \x est régulière. Si \x (F) < oo et / : E R est 
mesurable, alors pour tout e > 0 il existe h G C(T, R) et un compact 
K tels que K C {h = /} et n (E \ K) < e. Montrer ce théorème 
progressivement pour les fonctions 

(a) caractéristiques, 


7. La définition de ||^c(^)|| ne change pas si on remplace f K f du par \ f K fdi /\. 
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(b) étagées, 

(c) positives bornées, 

(d) positives, 

(e) réelles. 

(5) Soit 1 < p < oo,T un espace localement compact et (T, 93,^) un 
espace borelien. Montrer que l’espace C c (T ) (des fonctions continues 
à support compact) est dense dans L P (T). 



Solutions des exercices 


I. Théorie des ensembles 
Solutions (exercices des pages 17-21) 

Exercice 1.1. Soit P, P C X x F. Vérifier que 

(a) (Rr 1 )- 1 = R , 

(b) PcR^P- 1 CR~\ 

(c) RT l B = {x G X : .R {a;} 0}. 

Solution, (a) Par définition, 

(a;, y) G (R -1 ) -1 <*=>• (j/,x) G R -1 <*=> (x,y) G R. 

(b) Car (x,y) G P <<=>• (y,x) G P -1 , (c) Par définition, x G P -1 P si et 
seulement s’il existe y G B tel que x G P -1 {y}, c’est-à-dire y G P{x}, 
autrement dit, R{x} fl B ^ 0. 

Exercice 1.2. SW X, F de^x ensembles et Rc X xY. Montrer que 

(a) si Aj C X pour tout j G J, alors R(\Jj eJ Aj) = (J j eJ RAj, 

(b) il existe R telle que R(A fl B) ^ RA fl RB, 

(c) si R est injective, alors R(f]j eJ Aj) = p| j eJ RAj, 

(d) sont équivalentes : 

(i) RA H B / 0, 

(ii) AnR~ 1 B^0, 

(iii) (A x B) fl P 0. 

Solution, (a) Par définition, y G R(\Jj e jAj) P ourvu qu’il existe x G 
(J jejAj tel que y G P{x}, de façon équivalente, s’il existe j G J et x G Aj 
tels que y G P{x}, c’est-à-dire il existe j G J tel que y G RAj , ce qui revient 

à y £ UjE j RAj. 

(b) Soit X := {0,1} , F := {0} , P := X x F, A := {0} et B := {1} . Alors 
R{A fl B) = 0 et RA n PP = {0} . 

(c) Si y G p| j eJ RAj, alors pour tout j G J, il existe Xj G Aj tel que 
y G R{xj} . Il s’ensuit que R{xj} fl R{xk} / 0 pour tous j,k G J, donc il 
existe x tel que x = Xj pour tout j G J, car P est injective. Ainsi y G R{x} 
et x G p| jeJ Aj, ce qu’il fallait montrer. 
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(d) Notons d’abord que y E R{x} équivaut à (x y y) G R et à x G 
R -1 {y }. Ainsi (i) si et seulement s’il existe y G RA tel que y G B. De 
manière équivalente, il existe x G A et y G B tels que y G R{x }, d’où les 
équivalences entre (i),(ii) et (iii). 

Exercice 1.3. Montrer que 

(a) Cn(SoR)A^0^RAnS~ 1 C^0, 

(b) (S o R)- 1 = R-'oS- 1 . 

Solution, (a) Par définition, C fl (S o R)A / 0 si et seulement s’il existe 
z E C et x E A tels que z G SR {x}, c’est-à-dire il existe y G R {x} tel que 
z G S {y }, ce qui revient à S -1 {z} fl R{x} / 0, et de façon équivalente, 
RAnS~ 1 C^ 0 . 

(b) x G (S o j?) -1 {z} si et seulement si z E S o R{x }, c’est-à-dire s’il 
existe y G R{x} tel que z E S {y} , c’est-à-dire x G R -1 {y} et y e S -1 {z} , 
donc x G i £ -1 o £ -1 {z}. 

Exercice 1.4. Soit f : X Y, Aj C X et B k C Y pour tous j E J,k E K. 
Montrer que 

( a ) /(UjeJ A?) = U jejfAjy 

(b) / HUfce/r = UkeKf 

( c ) / 1 (C\keK Bk) = C\keK f 1 Bk> 

(d) si A C X et B C Y , aZors A C (Z" 1 o /) A, (/ o /-!)£ C B. 

Solution. Puisque / et / -1 sont des relations, les deux premières égalités 
suivent de l’exercice 1.2 (b). Pour la troisième, on peut utiliser le fait que 
la relation / -1 est injective pour toute application / et conclure grâce à 
l’exercice 1.2 (d) ou directement : si x G C\kei< c’est-à-dire x G f~ l Bk 

pour tout k E K, et alors pour tout k E K, il existe y k E B & tel que 
/ (x) = y k , ainsi /(x) G C\ ke K B k- 

(d) Si x ^ f~ l fA y alors / {x} fl fA = 0, donc x fi A. Si y E (/ o / -1 )J3, 
alors 0 / / -1 {y} fl / - 1 i? et d’après (c) 0 / / -1 ({y} fl S), donc 0 / 
{y} fl B , c’est-à-dire y E B. 

Exercice 1.5. Caractériser Uinjectivité et la surjectivité d f une fonction f 
moyennant les compositions f~ l o / et / o / -1 . 

Solution. / est injective si et seulement si A D {f~ l of)A pour tout A C X. 

En effet, / n’est pas injective si et seulement s’il existe xo,xi tels que 
x 0 / xi et /(xo) = /(xi). Alors xo G / -1 (/{xi}) \ {#i} • Réciproquement, 
s’il existe xq tel que xq E (/ -1 o f)A \ A, alors / (xo) E fA , donc il existe 
x\ E A tel que /(xo) = /(xi) et xo / xi, car xo ^ A. 

/ est surjective si et seulement si B C (/ o f~ x )B pour tout B C Y. 

Effectivement, une fonction / n’est pas surjective, si et seulement s’il 
existe y E Y tel que / -1 {y} = 0, c’est-à-dire 0 = (/ o / -1 ) {y} donc {y} 
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n’est pas inclus dans (/o/ x ) {y} . S’il existe y E B\(fo f x )B y alors d’une 
part f~ l {y} C f~ l B et de l’autre f~ l {y} fl f~ l B = 0, donc / -1 {y} = 0. 

Exercice 1.6. Montrer 


(a) les équivalences : 

B c R*A, 

A c (R _1 )*R, 
A x B c R, 


Solution, (a) Par définition, B C R* A si et seulement si y G R{x} pour tous 
y E B,x E A. De façon équivalente, x G R -1 {?/} pour tous y G R, x G A, 
c’est-à-dire A C (R -1 )*R. Ceci équivaut à (x,y) G R pour tous x G -A et 
y G R, ce qui veut dire A x B C R. 

(b) y G R*((Jjej Af) si et seulement si y £ R {x} pour tout x G |Jfej A?» 
de façon équivalente, pour tout x G Aj pour tout j G J, c’est-à-dire y G R* A^ 
pour tout j G J. 

Exercice 1.7. Soit R C XxX et I C X xX, la relation diagonale. Vérifier 
que 

(a) R o I = I o R = R, 

(b) R est symétrique R C R -1 R -1 = R, 

(c) R est transitive R o R c R, 

(d) R est réflexive I C R, 

(e) i? est une équivalence <<=>• R est réflexive et R -1 o R c R. 

Solution, (a) z G (Roi) {x} si et seulement s’il existe y G X tel que 
z E R {y} et y G / {x} , donc y = x et z E R {x}. 

De la même manière, z E (I o R) {x} si et seulement s’il existe y E X tel 
que z El {y} et y E R {x} , donc z = y et z E R {x} . 

(b) Par définition, R est symétrique si et seulement si (x, y) E R implique 
(y,x) E R, c’est-à-dire (x,y) G R -1 . En échangeant le rôle des variables, on 
obtient la condition équivalente R -1 C R, d’où la dernière équivalence. 

(c) Par définition, R est transitive si (x, y) E R et (y, z) E R implique 
(x, z) E R. Or, (x, 2 /) G R et (y, z) E R signifie que (x,z) E R o R, d’où 
l’équivalence. 

(d) Par définition, R est réflexive si (x, x) E R pour tout x, c’est-à-dire 
IC R. 

(e) Si R est une équivalence, alors la condition est vérifiée. Réciproque¬ 
ment, / C R, car R est réflexive, donc R -1 = R -1 o J c R -1 o R c R, ce 
qui montre la symétrie. Il s’ensuit que Ro R = R -1 o R c R, ce qui donne 
la transitivité. 
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Exercice 1.8. Toute application f admet une décomposition f = h o g, telle 
que g est surjective et h est injective. 

Solution. Considérons une application f : X Y. Soit g : X -> X/f 
l’application quotient, c’est-à-dire g(x) := {/(x)} pour tout x G X. 

D’après la proposition 1.3.4, g est surjective. Puisque w G / -1 {/(x)} si 
et seulement si f(w) = /(x), l’application / restreinte à / -1 {/(x)} est 
constante (égale à /(x)). Donc 

M/ -1 {/(*)}) : = /(*) 

définit une application de X/f dans Y et /(x) = h(g(x)) pour tout x G 
X. Or, h est une injection, car si h{f~ l {/(xo)}) = h{f~ l {/(xi)}), alors 
f(x o) - /(xi), donc Xi G / _1 {/(x 0 )}, d’où / _1 {/(x 0 )} = / _1 {/(x,)}. Par 
conséquent, si / est surjective, alors il existe g : X -3 X/f et h : X/f —y Y 
telles que / = ho g, où g est une application quotient et h est une bijection. 

Exercice 1.9. Montrer que 

(a) / : X —> Y est surjective si et seulement s’il existe une application 
injective g :Y —» X telle que f o g = iy. 

(b) s’il existe une application g : Y —» X telle que g o / = i x , alors f est 
injective et g est surjective. 

Solution. Si / est surjective, alors d’après l’axiome 1.2.2 du choix, pour 
tout y G Y il existe g(y) G / -1 {y} , donc f(g(y)) = y . Or y 0 / y\ implique 
/ -1 {yo} H / -1 {yi} = 0, on déduit que g(yo) / g(yi)- Réciproquement si 
fog = i Y , alors f(X) D f(g(Y)) = Y 

(b) Si x = (g o /) (x), alors g 1 {x} 3 /(x) et, puisque xq / x\ implique 
g~ l {xo} fl g~ l {xi} = 0 , on déduit que /(xo) / /(xi). La surjectivité de g 
est une conséquence de (a). 

Exercice 1.10. Calculer le noyau des suites suivantes et déterminer si elles 
sont libres ou principales : 

(a) Xji := max{(-^) n ,0} pour n G Ni, 

(b) Vk : = ^ si ( n ~^ n <k< n ^ n 2 +1 ) pour n G Ni et k e N, 

( c ) z k : = 2 fc—(n—i)n +2 si ^ k< P our n G Ni et k G K 

Solution, (a) ker n ^oo x n = {0} et {k : x*; ^ ker n ^oo x n } est infini, donc la 
suite n’est ni principale ni libre, (b) toute valeur se répète un nombre fini de 
fois, donc ker n ^oo y n = 0 et par conséquent la suite est libre (c) On vérifie 
que {z k ) k s’écrit 1,1, 5 ,1, i, g,, donc ker*-*» y k — : n G Ni} est égal 

à l’image de la suite. Il s’ensuit que la suite est principale. 

Exercice 1.11. Montrer que tout intervalle de longueur non nulle de R est 
équipotent à R. 
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Solution 1 . Si I est un intervalle de R, alors card I < card R. D’autre part, 
il existe a, b G R tels que ]a, b[ C I. La fonction affine 

/(*) 

est une bijection de ]a, 6 [ sur ] — f, f [, et tan of : ]a, 6 [ —> R est une bijection, 
donc card I > card R. 


Solution 2 . Pour montrer card J > card R, on peut utiliser g :]a,b [—» R 


$(*) : = 


1 1 

-1-7- 

«ZI a x b 


Elle est continue dans ]a, 6 [, lim æ _^ a g(x) = +oo et lim æ _^ g(x) = — oo. Donc 
d’après le théorème VII. 1.10 de Bolzano, g est surjective. 


Exercice 1.12. Montrer que 

(a) si X est un ensemble fini, alors il existe n G N tel que card X = n, 

(b) si X est un ensemble fini et si y £ X, alors X U {y} est fini , 

(c) toute union finie d’ensembles finis est finie, 

(d) tout produit fini d’ensembles finis est fini, 

(e) si X, Y sont finis, alors Y x est fini. 


Solution, (a) Si X = 0 , alors cardX = 0, sinon il existe x\ G X. Par 
récurrence on construit une suite d’éléments de X telle que 

x k E X \ {x\ ,..., Xk-i} . 

Il existe n G N tel que X \ { x\ ,..., x n } = 0 , c’est-à-dire X ~ {1,..., n} . 
En effet, dans le cas contraire, X contiendrait une suite injective (x n ) neN et 
par conséquent card N < card X, ce qui est une contradiction. 

(b) Soit / : X U {y} -> X U {y} injective. Si /(X) C X, alors /(X) = X, 
car X est fini et par conséquent, f(y) = y , donc / est surjective. 

Si y G /(X), alors il existe un seul xq G X tel que f(x o) = y. D’autre 
part, soit x\ := /(y). Soit h : X U {y} —> X U {y} une bijection dont tous 
les points sauf xo et x\ sont fixes. Alors g := ho f est une injection telle que 
g(xo) = y et g(y) = x 0 . Ainsi g(X \ {x 0 }) C X \ {x 0 } et, comme X \ {x 0 } 
est fini, g(X \ {x 0 }) = X \ {x 0 }. D’autre part, ^({x 0 ,2/}) = {xo,y }, ce qui 
montre que g est surjective. Il s’ensuit que / = h~ l o g est surjective. 

(c) D’après (a) et (b), il s’ensuit par récurrence que l’union de deux 
ensembles finis est finie. Ensuite utiliser la récurrence sur le nombre d’en¬ 
sembles. 

(d) Il découle de (c) que le produit de deux ensembles finis est fini. 
Ensuite utiliser la récurrence sur le nombre d’ensembles. 

(e) Ceci découle de (d), car Y x est équipotent à Yl xe x^' 

Exercice 1.13. Si Xo équipotent à X\ et Y$ équipotent à Y\, alors 

(a) si Xq fl Yq = 0 et X\ fl Yî = 0, alors Xo U lo est équipotent à X\ U Y\. 

(b) Xq x 1 q est équipotent à X\ xY\. 
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(c) Y 0 Xo est équipotent à Y\ Xl . 

Solution. Soit / : Xq X\ et g : Yq Yi deux bijections. 

(a) On définit h : XqUYq XiUYi par 

h(w) := / 

Soit /i(î;) = ft(tü). Si /i(î;) = /i(w) G JCi, alors f(v) = f(w ), donc v = w car 
/ est injective. Si /i(î;) = G Yï, alors #(?;) = #(?/;), donc v = w car g est 
injective. Par conséquent, h est injective. 

Soit z G Xi U Y\. Si z G -Xi, alors il existe w G X o tel que f(w) = z, car 
/ est surjective. Si z G Yï, alors il existe w G X\ tel que g(w) = z , car g est 
surjective. Il s’ensuit que h est bijective. 

(b) Soit h : Xo x Yo -> Xi x Yi donnée par h(x,y) := ( f(x),g(y )). Si 
h(x,y) = /i(x , , 2 / , )> alors f ( x ) = f( x ') et 9(y ) = 0 ( 2 / 0 » donc x = x' et y = y\ 
car f et g sont injectives, ce qui montre que h est injective. 

Si (xi, 2 / 1 ) G -Xi x Yï, alors il existe (xo, 2 /o) G Xo x Yq tels que /(xo) = x\ 
et g(yo) = 2 / 1 , car / et g sont surjectives. Donc h est surjective. 

(c) Soit F : Yo X ° -ï Yi Xl définie par 

F{tp) —gotpof- 1 . 

Si F (<p) — F (ip ), alors pour tout x\ G X\ il existe xq € Xq tel que 


X 0 


v> 


Y 0 


f 


9 


Xi —r*Y 1 


/ _1 (xi) = x 0 , car / est bijective. Donc gifif -1 (®i))) = tfWK/ -1 (®i))), 
donc ip(x 0 ) = ^(^o)) car g est injective. Ceci montre que <p = ÿ, donc F est 
injective. 

Soit £ : X\ —> Y\. On veut trouver y? tel que £ = g o y? o / -1 . En effet 
c p := g~ l oÿo f convient, ce qui montre que F est surjective. 

Exercice 1.14. Soit /c, À,^ des nombres cardinaux. 

(a) Montrer que si k < À, alors 

(i) k + \i < À + fi, 

(ii) k • fi < A • 

(iii) & < À**, 

(iv) n K < n x si 0 < k < X. 
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(b) Observer que k < À n’implique pas les inégalités strictes dans (i)-(iv). 


(c) Montrer que 

(V) 

(vi) 


rv - rV #v y 

(«y = k x ■**. 


Solution, (a) Nous raisonnons comme dans l’exercice 1.13. Soit X, F, Z trois 
ensembles tels que cardX = \i, cardF = /ç, cardZ = À. Puisque « < A il 
existe une application injective f :Y Z. Soit XflF = 0 = Xx0. Alors 
h : Y UX ZUX définie par h(w) := f(w) si w G F et h(w) :=wsiweX 
est injective, d’où (i). Aussi k \ Y x X Z x X définie par k(y>x) := (z,x) 
est injective, d’où (ii). Si (p G F x , alors F(<p) G où F : Y x -> Z x 
définie par F((p) := /oy?, est injective, d’où (iii). Enfin, si Z / 0, alors 
l’application G : X z —> X Y définie par G(0) := -0 ° 9~ l est injective, d’où 

(iv). 

(b) Si on pose k = 2 et À = \i = Ko, alors on obtient l’égalité dans (i),(ii) 
et (iii). On obtient l’égalité dans (iv) en posant k= l,À = 2et^ = No. 

(c) Soit X, F, Z trois ensembles tels que XnY = 0, cardX = À, cardF = 
\i et card Z = k. 

(v) Si (/, g) G Z x x Z Y , alors on définit F(f,g) G Z XuY par 




-{ 


f(w ), si w G X, 
g(w ), si w G F 


L’application F est une injection, car si F(fo,go) = F(fi ) gi) ) alors fo(w) = 
fi(w) pour tout w G X, donc /o = fi et go(w) = 01 (w) pour tout w G F, 
donc 00 = 01 - 

D’autre part F est une surjection, car si h G alors pour fh(x) := 

h(x) pour x G X et 0 ^( 0 ) := /i(y) pour y G F, donc h = F {fh>9h) • 

(vi) Si / G (Z x ) y , alors /(y) G pour tout y G F, c’est-à-dire 
f(y)(x) G Z pour tout x G X. Soit 

H(f)(x,y) :=f(y)(x). 

Il est évident que iî est une injection. Si g G Z XxY i alors f(y)(x) := g(x,y) 
vérifie H(f)(x y y) = g(x, y), donc H est surjective. 


Exercice 1.15. Combien y a-t-il de 


(a) fonctions f : R R ? 

(b) parties finies de N ? 

(c) suites à valeurs dans {0,1} ? 

(d) suites à valeurs dans N ? 

(e) suites à valeurs dans R ? 

(f) polynômes à coefficients entiers ? 

(g) nombres algébriques ? 
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Solution. Il y a : (a) (cardR) cardR = c c = (2**°) c = 2 e de fonctions / : R -> 
R, (b) Ko de parties finies de N, car le nombre de parties de N de A; éléments 
est majorée par (cardN)^ = Ko fe = Ko- Notons Nk l’ensemble des parties de 
k éléments de N. Alors card((J* e N A/^) < Ko*K 0 = Ko, (c) 2 cardN = 2**° = c de 
suites à valeurs dans { 0 , 1 } , (d) (cardN) cardN = Kg 0 = c de suites à valeurs 
dans N, (e) (cardR) cardN = c**° = c de suites à valeurs dans R, (f) Ko de 
polynômes à coefficients entiers, car un tel polynôme est déterminé par un 
ensemble fini de N, (g) Ko de nombres algébriques, car tout polynôme de 
rang A; a au plus k racines réelles. 

Exercice 1.16. Montrer que 

(a) deux parties sont presque égales si et seulement si la différence symétrique 
AAB := (A\B)U(B\ A) est finie, 

(b) la relation =*est une relation d’équivalence, 

(c) deux suites libres n’ont aucune suite extraite commune si et seulement si 
leurs images sont presque disjointes. 

Solution, (a) AAB est finie si et seulement si A est presque inclus dans B 
et B est presque inclus dans A , c’est-à-dire A =* B. 

(b) Comme A =* B si et seulement si AAB est finie, la relation =* est 
symétrique et réflexive. Pour voir qu’elle est transitive, il suffit de montrer 
que C* est transitive. En effet, si A \ B est fini et B \ C est fini, alors A \ C 
est fini. Formellement, puisque A = (A \ B) U (A fl B), alors 

A\C C (A\ B) U (An B \ C) C (A\ B) U (B \ C), 
donc A \ C est fini. 

(c) Soit A et B les images respectives de deux suite libres f et g dans 
X. Si h : N X est une suite extraite commune, alors h( N) \ (A fl B) est 
finie. Donc, si A fl B est finie, alors h( N) est finie et, par conséquent, h n’est 
pas libre, donc ne peut pas être une suite extraite d’une suite libre. Si A fl B 
est infinie, alors il existe une application injective h : N —» A fl B. C’est une 
suite extraite commune de / et g , car si est tel que h(k) = f (n^) , alors 
lim^oonfc = oo, car f~ l (h(k )) est fini pour tout k (pareil pour g). 

Exercice 1.17. Soit X un ensemble dénombrable infini et A une famille de 
parties de X. Montrer que 

(a) si A := {A n : n G N} est une suite presque disjointe de termes distincts, 
alors il existe une partie Aqq fi A telle que A U {A 0 o} est presque dis¬ 
jointe, 

(b) si A est une famille presque disjointe, alors il existe une famille presque 
disjointe maximale B telle que A C B, 

(c) une famille A est presque disjointe est maximale si et seulement pour 
toute partie infinie B il existe A G A tel que B H A est infinie, 

(d) si A est une famille infinie presque disjointe maximale, alors card A > 
Ho, 
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(e) il existe sur X une famille presque disjointe de cardinalité c. 

Solution, (a) Si la suite ( A n ) n est presque disjointe, alors A n \ (J£=o ^k est 
infini pour tout n, donc si a n G A n \ Ab alors Aoo := {ak : k G N} a 
tous les ternies distincts et A { fl A n est fini pour tout ne N. 

(b) Si A est un ensemble totalement ordonné (par inclusion) de familles 
presque disjointes, alors LUeA A est presque disjointe. En effet, si Aq, A\ e 
LUeA A alors il existe Ao>Ai e A telles que Aq e Ao et A\ e Ai. Puisque 
Ao U A\ e A, Pintersection Ao fl Ai est finie. On conclut grâce au théorème 
1.2.3 de Zorn-Kuratowski. 

(c) S’il existe une partie infinie B tel que B fl A est fini pour tout A e 
A , alors A U {B} est presque disjointe, de façon équivalente, A n’est pas 
maximale. 

(d) Si A = {A n : n e N} était presque disjointe maximale et de termes 
distincts, alors on aurait une contradiction d’après (a). 

(e) L’ensemble X est équipotent avec Q. Pour tout r e R\Q soit f r e 
telle que lim^-^oo fr (&) = r. Une telle suite est nécessairement libre. D’après 
l’unicité de la limite (proposition 1.2.1), f ro ^ fri si ro 7^ n* Donc la famille 

A:={f r (N):reR\®} 

est de cardinalité c. Comme, pour ro 7^ n, les suites f ro et f ri n’ont pas de 
suite extraite commune, A est presque disjointe. 

IL Espaces métriques 
Solutions (exercices des pages 39-42) 

Exercice. II.l. Montrer que la fonction i : XxX —R définie par i(x , y) := 
0, 5z x = y et i(x,y) := 1 y si x ^ y } est une métrique. 

Solution. Il est clair que i est positive, symétrique et i(x, y) := 0 si et seule¬ 
ment si x = y. Pour montrer l’inégalité triangulaire, il suffit de considérer le 
cas i ( x , y) + i ( y , z) = 0. Dans ce cas, i ( x , y) = 0 et i ( y , z) = 0, c’est-à-dire 
x = y et y = 2, donc x = z, ainsi i(x y z) = 0. 

Exercice II.2. Décrire toutes les métriques sur {0,1}. 

Solution. Si d : {0,1} x {0,1} —R + est une métrique, alors d{ 0,0) = 
d{ 1,1) = 0 et r := d (0,1) = d( 1,0) > 0. Donc d(x y y) = r - i ( x , y ), où i est 
la métrique de l’exercice II.l. 

Exercice II.3. Vérifier que si d est une métrique et t > 0 , alors 5 définie 
par 5(x,y) := min(d(x,y),^), est une métrique. 

Solution. Il est évident que 5 est symétrique et 0 = 5(x,y) si et seulement 
si 0 = d(x,y), donc si et seulement si x = y. Enfin, pour tous x y y, 2, 

5(x , z) = min (d(x y z),t) < min (d(x y y) + d(y , 2), t) 

< min(d(x, y),*) +min(d(y y z) y t) = 5{x,y) + ô(y y z), 
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car si a, 6 , t > 0 , alors 

(inégalité) min(a + 6, t) < min(a, t) + min(6, t). 

Cas 1 : si a + b < t, alors (inégalité) devient a + b = a + b. Cas 2 : si t < a 
ou t < b (donc t < a + 6), alors (inégalité) devient t < t + min(6, t) ou 
t < min (a, t) + 1. Cas 3 : si t < a + 6, a < t et b < £, alors (inégalité) devient 
t < a + b. 


Exercice II.4. Montrer que si d est une métrique sur X y alors 

h , d ( x 'y) 

’ 1 + d(x, y) 

est une métrique bornée par 1 topologiquement équivalente à d. 

Solution. La fonction h est bornée par 1, symétrique, et h{x,y) = 0 si et 
seulement si x = y. Pour tous x y y , z, 

d(x, y) d(y , z) 


h(x,y) + h(y,z) > 


1 + d(x,y) + d(y,z) 1 + d(x, y) + d(y, z) 
d(x, y) + d(y, z) _ 1 

l + d(x,y) + d(y,z) 


1 + 


1 


d(x, y) + d(y, z) 


> 


1 _ d{x, z) 

i , 1 1 + d(x , z) 

d(x, z) 


— h(x, z). 


Enfin lim n _^oo h(x n , x) = 0 si et seulement si lim n _ >00 d(x n , x) = 0. 
Exercice II. 5. Soit 

d 2 (x,y) := \\x-y\\ 2> di(x,y) := \\x - 2/|| x , doo(x,y) := Hx-yU^. 
Montrer que 


(a) d2,di,doo sont des métriques et 

(b) £ di(x,y ) < doo(x,y ) < d2(x,y) < di(x,y). 

Solution, (a) Ces fonctions sont positives et symétriques. L’inégalité trian¬ 
gulaire pour les métriques di, doo est une conséquence immédiate de celle 
pour les normes respectives. Ainsi 

ii*+viii=ELi i** + ^ EL i (i**i+ i»d = ii*iii+n»iii. 

Il* + »ll<x>= SU P \ x k + Vk\< sup |**|+ sup |y*| = llxlloo + llvlloo • 

l<A;<n l<k<n 1 <k<n 

Pour la norme ||-|| 2 , montrons d’abord Vinégalité de Schwarz : 

(Schwarz) (ELi XkVk ? - ELi ^ ELi ^ = ^ 

En effet, pour tout r G R, 

0 < ELl (X * + ryk ^ Xk + ryk ) = 11*112 + 2r ELl XkVk + 7,2 ^2 • 
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Cette forme quadratique par rapport à r est toujours positive, donc son 
discriminant est négatif 

4 X^. = i x kyk ~ ^ IWI 2 IMI 2 — 

d’où l’inégalité (Schwarz). Par conséquent, 

ll* + »lla = SL 1 (®* + ») 2 = H*ll2 + 2 SLi* fcï '* + ^ 

< 11*112 + 2IWI 2 llvlla + llvlli = (11*112 + lll/iy 2 - 

(b) Posons h := x — y et notons h k la fc-ième composante de h. Alors \h k \ < 
max{\hi\ : 1 <l<n} = U/i^ pour tout fc, donc \hk\ < n ll^lloo » d'où 

la première inégalité. Si l est tel que y/iH^ = |/i/|, alors H/iH^ = \hi\ 2 < 
Ylk=i\hk\ 2 = 11^112» d’où la deuxième inégalité. En appliquant la racine 
quadratique à l^fc| 2 — (X)fc=i l^fcl) 2 » on obtient la dernière inégalité. 

Exercice II.6. Soit (Xi,pi), (^ 2 ,^ 2 )) • • •, (X n) g n ) des espaces métriques 
et 

D 2 {x,y) := Ç^ k=l 9k{xk,ykŸY , 

Di(x,y) := X^ =1 0*(®*>îfc)> 

Doo(x,y) maxi<k<n9k( x k>yk)- 

Montrer que les fonctions .D2,-Di>Ax> des métriques équivalentes sur 
Hk=i ^fc- 

Solution. Réduisons le problème à celui de l’exercice précédent. Soit H : 
» définie par 

H(x,y)(k) :=g k (x k) y k ). 

Alors D p (x,y) = \\H(x,y)\\ p pour p G {1,2, 00 }. Ainsi D p vérifie (II.1)- 
(II.3), car g k est une métrique pour tout 1 < k < n. En posant h := H(x ) y) 
dans la partie (b) de l’exercice précédent, on obtient 

±Di(x,y) < Doo(x,y) < D 2 (x,y) < Di(x,y). 

Exercice II.7. Montrer que 

9) :=sup xe x d (/(*)»5(*)) 
est une métrique sur Cb(X,Y). 

Solution. La fonction D est positive symétrique, et £>(/, g) = 0 équivaut à 
f(x) = g(x) pour tout x E X, donc à / = g. Si /, g, h G Cb(X, Y), alors 

D(f, h) = sup^x d(f(x), h(x)) < sup xeX (d(f(x),g(x)) + d{g{x), h{x))) 

< suPxex d(f(x),g(x)) + supsg* d(g(x), h(x)) = D(f, 9) + D{g, h). 


Exercice II.8. Montrer que 
(a) B r 1 = B r , 
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(b) y G B r A B r {y} fl A ^ 0 , 

(c) D fl B r A 7 ^ 0 <==> B r D D A ^ 0. 


Solution. Appliquer l’exercice 1.2 à la relation R := B r . 

Exercice II.9. Montrer que diam (B r A) < diam(A) + 2r. 

Solution. Si x,y G B r A , alors il existe x'.y' G A tels que d(x y x f ) < r et 
d(y, y') < r • Donc 

d(x, y) < d(x, x 1 ) + d(x\ y 1 ) + d(y, y 1 ) < d(x', y 1 ) + 2r. 

Ainsi diam(B r A) = supj. y çB r A d( x , y) < sup T ; y, eA d(x', y')+2r < diam(A)+ 

2r. 


Exercice IL 10. Montrer que l’ensemble des voisinages V{x) de x vérifie 


(vO) 

(vl) 

(v2) 

(v3) 

(v4) 


V leV(x), 

XÇlX 

V G V(x) => z G V, 

W D V G V(x) => W G V(z), 

F 0 , V^i G V(x) => Vo fl Vi G V(x), 
FeV(x)^ 3 V VeV(w). 

wev(x)wew 


Solution. (vO),(vl) et (v2) sont une conséquence immédiate de la définition. 
Si VoyVi G V(x) alors il existe ro > 0 et n > 0 tels que B(x,ro) C Vo et 
B(x,r\) C Vi, donc 5(rr,min(ro,ri)) C Vo H Vi, d’où (v3). Si F G V(x) y 
alors il existe r > 0 tel que B(x,r) C V. Soit 0 < s < r et W := B(x , s). Si 
w G W et y G £(w,r — 5 ), alors 

d(rr, y) < d(x y w) + d(w, y) < s + (r — s) = r, 

donc B{w ) r — s) C £(rr,r) C V, ce qui implique que F G V(w). 

Exercice II. 11. Montrer que toute suite convergente principale est station¬ 
naire. 

Solution. Si ( x n ) n est principale, alors il existe N tel que { x n : n > N} = 
kern^ooXn ^ 0. Si maintenant x = lim^oo^n, alors 

ker n _xx> Xji CI adh n _^oo x<n ~ {x} • 


Exercice 11.12. Montrer que x = limn-^oo^n si et seulement si pour 
toute suite extraite ( x nk )k il existe une suite extraite ( %n kp )p telle que x = 

lilUp-KX) X 7lk p • 

Solution. Une conséquence immédiate des propositions II.2.7 et II.2.8. 

Exercice 11.13. Montrer que si x = lim^oo x n et x n = lim^oo x U) k 
pour tout n e N, alors il existe ( n p ) P) ( k p ) p tendant vers oo telles que x = 

limp^oo x npt k p . 
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Solution. Comme x = lim^ooXn, pour tout p G Ni il existe n p G N p tel 
que x nv G B(x,±). Puisque B(x, est ouvert et x Up = lim^oo x npjk , il 
existe k p > n p tel que x Upy k v G B(x , ^). Ainsi x = lim p _^oo^n p ,A;p- Comme 
kn p > n p >p, ( n p ) p et ( k p ) p tendent vers oo. 

Exercice 11.14. Soit d une métrique sur X. Montrer que 

(a) pour tout y € X la fonction x i-> d(x y y) est continue , 

(b) | d(x, y) - d{x\ y')\ < d(x , x 1 ) + d{y , y 1 ) pour tous x , a/, y , y ' G X , 

(c) d : X x X est continue. 

Solution, (a) Si xq,x\ G X y alors selon l’inégalité triangulaire, 

I d(x 0 ,y) -d(x ïy y)\ < d(x 0y x i), 

ce qui montre que d(-,y) est lipschitzienne, donc continue. Alternativement, 
appliquer la proposition II.3.7 avec A := {y} . 

(b) D’après l’inégalité triangulaire, 

d(x, y) < d(x, x') + d(x\ y f ) + d(y\ y ), 

d’où d(x,y) — d(x y x / ) < d(x f ,y f ) + d(y\y). En échangeant le rôle de (x y y) 
et (x f ,y f ) , on obtient l’inégalité recherchée. 

(c) D((x,y), (x\y f )) := d(x y x f ) + d(y,y f ) est une métrique sur X x X 
compatible avec la convergence produit. 

Exercice 11.15. Montrer que dans un espace métrique toute boule large est 
fermée. 

Solution. En tant qu’imagé réciproque par l’application continue d’un ouvert 
B(x , r)-= d( -, x) _1 (] - oo, r[). 

Exercice 11.16. Montrer que dans un espace métrique toute boule large est 
fermée. 

Solution. 1. En tant que image réciproque par l’application continue d’un 
fermé : B-(x y r) = d(-,:r) _1 ([0, r]). 

Solution. 2. Soit limn-^oo^n = #oo et x n G B-(x,r ), c’est-à-dire d(x ny x) < 
r, pour tout n G N, alors d{x OQ ^x) < lim^oo d(x n ,x) < r, d’après l’exercice 
11.14. Autrement dit, x^q G B-{x , r), ce qui montre que B-(x y r) est fermée. 

Exercice 11.17. Soit A une partie non vide. Montrer que 

(a) B (A, r) est ouverte pour tout r > 0, 

(b) f\r>oB(A,r)=c\A. 

Solution, (a) Effectivement, B(A,r) = IJ xeAiv £ X : d{x,y) < r} = 
UxgA r ) est ouverte comme l’union de parties ouvertes. 

(b) Notons que x G f) r>0 B (A,r) si et seulement si x G 5(A,r), c’est- 
à-dire B(x , r) fl A 0 , ce qui veut dire que x G cl A. 
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Exercice 11.18. Montrer que 

(a) C est homéomorphe à son carré C x C, 

(b) C est homéomorphe à C n pour tout n G Ni, 

(c) C est homéomorphe à C^°. 

Solution. Selon le corollaire II.4.7, C est homéomorphe au cube de Cantor 
X := IlneN 1} * Notons que si p : N A est une bijection, alors 

f(x)(a) :=x(p _1 ( a )) 

est un homéomorphisme de üneN 1} et TiaeA {0> 1} > car les produits sont 
munis de la convergence simple. 

(a) Il suffit de montrer que üneN *} est homéomorphe au 

n„ eO0 f».i}xiL 6Cl fM}, 

où Dq,Di sont deux ensembles disjoints dénombrables infinis, en prenant 
n’importe quelle bijection p : N -ï DoU D\. 

(b) Récurrence. 

(c) Il suffit de prendre une bijection p : N (J^gN où { D k : k G N} 

est une famille d’ensembles disjoints dénombrables infinis. 

Voici une construction explicite. Soit D k := {n G N : | n, 2* +1 \ n } . 

Ainsi N est égale à l’union disjointe IJaæN ^k- Donc Xk := Y[ n £D k {0> 1} est 
homéomorphe à X. L’application h : YikeN X k X définie par 

h{x o,aq,.. .)(n) := Xk (n) si ne D k , 

est un homéomorphisme. 

Exercice 11.19. Montrer que si un espace métrique a au moins 2 éléments, 
alors il admet au moins 4 ouverts différents. 

Solution. Si (X, d) est un espace métrique et cardX > 1. D’après l’hypo¬ 
thèse, il existe deux éléments distincts xo,x\ de X. Donc il existe r > 0 
tel que B (xo, r) fl B (x\ , r) = 0. Ainsi 0 , X , B (xo, r) , B {x\ , r) sont quatre 
ouverts distincts. 

Exercice 11.20. Déterminer int^Q et cIrQ. 

Solution. Par définition, r G intR Q s’il existe e > 0, tel que ]r—e, r+e[ C Q. 
Ceci n’est possible pour aucun r G R, car ]r — e, r + e[ contient des nombres 
irrationnels. Donc int^Q = 0 . Puisque tout r G R est la limite d’une suite 
de nombres rationnels (par exemple, la suite des approximations décimales 
de r), cIrQ = R. 

Exercice 11.21. Montrer que Z est fermé dans R. 

Solution. Si r £ Z, alors z r := max{^ G Z : z <r} < r < z r + 1. Or, 
l’intervalle ]z r ,z r + 1[ est disjoint de Z, contient r et est une partie ouverte 
de R (en tant que boule stricte autour de z r + \). 
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Exercice 11.22. Montrer que 

(a) AcC=>clAcclC, 

(b) cl(A U B) = cl AU cl B, 

(c) cl( AnB) CcUflclB, 

(d) il existe A , B tels que cl A fl cl B ^ cl(A fl B). 

Solution, (a) car tout fermé incluant C inclut A. 

(b) cl A U c\B C cl(>l U B) d’après (a). Si x G cl(A U B ), alors il existe 
une suite ( x n ) n d’éléments de A U B convergeant vers x. Alors au moins un 
des ensembles Na := {n G N : x n G A} et Nb := {n G N : x n G B} est infini, 
donc (x n ) neNA ou (xn)n£N B est une su ^ e extraite de ( x n ) n , donc converge 
vers x. Ainsi xEclAouxEclB. 

(c) d’après (a). 

(d) A = ] — oo, 0[, B = ]0, oo[. Alors A fl B = 0, donc cl(A fl B) = 0, 
tandis que cl A = ] — oo, 0] et cl B = [0, oo[, donc cl A fl cl B = {0} . 

Exercice 11.23. Observer que si A (Z Y C X y alors 

(a) cl y A = Yn clx A , 

(b) si Y est fermé dans X , alors cl y A = clx A. 

(c) si Y est dense dans X et O est un ouvert de X, alors 

cl x (ony) = cl x O. 

Solution, (a) Par définition, cl y A est l’intersection de 
J? : = {FcY:AcF = d v F}. 

Or, F est un fermé de Y si et seulement si il existe un fermé H de X tel que 
F = Y n H. Donc si n F '•= {H C X : F = Y (1 H,H = cl x H }, alors 

cl y A = fl F = YnC | P| H 

= Yn{HcX: AcH,H = cl x H} = Yncl x A. 

(b) Si Y est fermé et A C y, alors clx A C y, donc d’après (a), cl y A = 
Y fl clx A = clx A. 

(c) Si x E clx O alors B(x , r) fl O ^ 0 pour r > 0. Puisque B(x , r) fl O 
est ouvert et Y est dense, B(x, r) fl O fl Y ^ 0, c’est-à-dire x G clx (OnY). 

Exercice 11.24. Montrer que tout ouvert non vide de R est Vunion dénom¬ 
brable disjointe d’intervalles ouverts. 

Solution. Soit O un ouvert non vide de R et x G O. Alors il existe deux 
réels a et 6 tels que a < b et x G ]a, b[ C O. L’union de tous les intervalles 
avec cette propriété est un intervalle ouvert ]a x ,b x [ tel que x G] a Xi b x [c O, 
où —oo < a x < b x < oo. 

Si x,y G O, alors ]a Xy b x [n]a yi b y [= 0 ou ]a Xi b x [ = ]a yy b y [. Ainsi O = 
Ux€ol a ®> M- H existe une partie dénombrable (finie ou infinie) {q n : n G N} 
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de Q telle que pour tout x G O, il existe un seul n G N avec q n E]a x ,b x [. 
Notons I n := ]a x , b x [ avec cette propriété. Ainsi O = (J n£N I n et I n fl I m = 0 
si riÿÉm. 

Exercice 11.25. Soit (q n )n £N une suite de termes distincts telle que 
Q = Un ■ Tl e N} et A := |J n€Nl B(q n , 4*). 

Montrer que 

(a) A est ouvert , 

(b) cl A = R, 

(c) Aÿ£R. 

Solution, (a) A est ouvert en tant qu’union d’ouverts. 

(b) Comme Q C A et Q est dense dans R, alors R = clQ C cl A. 

(c) diamA < Yl™=i dia mB(q n , 4?) = ^ < oo et diamR = oo. 

Exercice 11.26. Soit X := (J j eJ Xj union disjointe, et dj une métrique 
sur Xj , bornée par 1, pour tout j G J. Montrer que 

(a) la fonction d(x,y) := dj(x,y ), s’il existe j G J tel que x,y G Xj et sinon 
d(x,y) := 1, est une métrique y 

(b) si x = lim n _>oo x ny alors il existe no et j G J tel que x n G Xj pour tout 
n > no, 

(c) la partie Xj de X est ouverte et fermée pour tout j G J. 

(d) Observer que si Xj := {xj} , alors (X,d) est un espace discret. 

Solution, (a) La fonction d est symétrique, et d(rr, y) = 0 si et seulement s’il 
existe j E J tel que d(x,y) = dj(x,y) = 0, c’est-à-dire x, y G Xj et x = y. 
Montrons que 

(triangulaire) d(x , z) < d(rr, y) + d(y, z) 

pour tous x,y,z G X. Puisque d(x,z) < 1, il suffit de considérer le cas où 
d(x y y) + d(y> z) < 1. Alors d(x , y) < 1 et d(y , z) < 1. Ainsi il existe j, fc G J 
tels que x,yG Xj et y, 2 G X*., et, par conséquent, j = fc, donc l’inégalité 
(triangulaire) devient dj(x,z) < dj(x,y) + dj(y,z). 

(b) Si lim n _Kx> x n = x e Xj, alors Hm^oo d(x n , x) = 0, donc il existe no 
tel que d(x n ,x) < 1 pour n > no- Il s’ensuit que x n G Xj pour tout n > no 
et x G Xj. 

(c) Si x G Xj , alors Xj = {y G X : d(y,x) < 1}, donc Xj est ouverte en 
tant que l’image réciproque de ] — 00 ,1[ par la fonction continue d(-,x). Si 
{ x n)n est une suite d’éléments de Xj et Hm^oo x n = x, alors il existe no tel 
que d(x n ,x) < 1 pour n > no, donc d(x n ,x) = dj(x n ,x) et, par conséquent, 
x G Xj. 

(d) Si Xj := {xj} , alors (X, d) est un espace discret, car tout singleton 
est ouvert. 
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Exercice 11.27. Soit X , Y espaces métriques et f : X -¥ Y. Montrer les 
équivalences : 

(a) / est continue , 

(b) f~\0) est ouverte pour tout ouvert O de Y, 

(c) / _1 (F) est fermée pour tout fermé F de Y. 

Solution, (a) => (b) : si O est ouvert et x G / _1 (0), alors f(x) G O, donc il 
existe e > 0 tel que B e (f(x)) C O. D’après la définition de continuité, il existe 
5 > 0 tel que f(B s (x)) C B e (f(x)). Donc f~\0) D f~ l f{B 6 {x)) D B â (x), 
ce qui prouve l’ouverture de / _1 (0). 

(b) ==> (c) : si F est fermé, alors Y \ F est ouvert, donc f~ x (Y \ F) est 
ouvert. D’autre part, f~ x (Y \ F) = X \ / _1 (F), donc f~ x (F) est fermé. 

(c) => (a) : si / n’est pas continue, alors il existe x G X et e > 0 tel 
que f(Bi(x)) \ B £ (f(x)) ^ 0 pour tout n G Ni, autrement dit, il existe 

x n G Bi(x) tel que f(x n ) £ B e (f(x)), donc x n g f~ l (B e (f(x))). 

Ainsi x n G f~ x (Y \ B e (f(x)) et lim n _>oo x n = x. Or Y \ B e (f(x)) est 
fermé mais, f~ x (Y \ B e (f(x)) ne l’est pas, car x £ f~ x (Y \ B e (f(x)). 

Exercice 11.28. Donner un exemple d’application continue injective qui n’est 
ni ouverte ni fermée. 

Solution. Soit / : [0,1[ —R donnée par f(x) := x. Si R et [0,1[ sont munis 
de leurs métriques usuelles, alors / est continue, car / _1 (0) = O fl [0,1[ est 
un ouvert dans [0,1[ pour tout ouvert O de R. D’autre part, [0,1[ est ouvert 
et fermé dans [0,1[, mais [0,1[ = /([0,1[) n’est ni ouvert ni fermé dans R. 

Exercice 11.29. Si f : X -> Y, alors Gr(/) := {(x,y) G X xY :y = f(x)} 
est le graphe de f. Montrer que 

(a) si f est continue, alors Gr(/) est fermé dans l’espace produit X x Y, 

(b) il existe une fonction qui n’est pas continue et dont le graphe est fermé, 

(c) si f est continue , alors Gr(/) est homéomorphe à X. 

Solution, (a) Si lim n _>oo#n = x,lim n _^oo y n = y et ( x n ,y n ) G Gr(/), c’est- 
à-dire f(x n ) = y n pour tout n . Alors, d’après la continuité, y = f(x ), donc 
(x,y) € Gr(/). 

(b) Par exemple, f(x) := — quand x ^ 0 et /(0) := 0, n’est pas continue 

x 

en 0. Pourtant Gr(/) est fermé. En effet, si lim n _ >00 (x n , f{x n )) = ( x , y ), alors 
{/(#n) : n G N} et {x n : n G N} sont bornées. Par conséquent, il existe no et 
r > 0 tels que r < \x n \ pour n > no, donc 0 < \x\ , ou bien x n = f(x n ) = 0 
pour n > no, donc x = y = 0. Dans le premier cas y = /(x), car / est 
continue si 0 < \x\ . De toute façon, (x, y) G Gr(/). 

(c) L’application x \—> (x, f(x)) est continue de X dans X x y, car ses 
composantes sont continues. Par définition, son image est 

Gr (f) = {(xJ(x)):xeX}. 
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Elle est injective, car si ( xo,f(xo )) = (xi,f(x\)) > alors x o = x\. Enfin, sa 
fonction réciproque de h : Gr(/) — X est continue, car h((x,f(x))) = x 
pour tout élément (x,f(x)) de Gr(/). 

III. Espaces topologiques 

Solutions (exercices des pages 70-75) 

Exercice III. 1. Si X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y, alors les 
propositions suivantes sont équivalentes : 

(a) / est continue, 

(b) cl /" 1 (B) C Z " 1 (cl F) pour tout B C Y, 

(c) /(cl A) C cl f(A) pour tout A C X. 

Solution, (a) ==> (b) : Puisque / est continue et cl B est un fermé, / _1 (cl B) 
est un fermé incluant / _ 1 (F). Or cl / -1 (F) est le plus petit fermé qui inclut 
f-KB). 

(b) => (a) : Si F est une partie fermée de Y , alors cl F C F, donc d’après 
(b) cl / -1 (F) C / _ 1 (clF) C / _ 1 (F), ce qui montre que / _ 1 (F) est fermée. 

(b) => (c) : Si B := f(A ), alors (b) implique 

/- 1 (cl/(^))Dcl/- 1 (/(^))DclA 

(Voir l’exercice 1.4). En appliquant / à cette inclusion, on obtient (c). 

(c) => (b) : En posant A := / _ 1 (F), nous obtenons /(cl/ _ 1 (F)) C 
cl/(/ _ 1 ( J B)) C cl F. Appliquons / _1 à cette inclusion : 

cl r\B) C / _ 1 (/(cl/ _ 1 (B))) C / - 1 (clB). 

Exercice III.2. Montrer que la relation diagonale Iy est fermée dans Y xY 
si et seulement si Y est séparé. 

Solution. Si (yo>yi) ^ /y, alors yo 7 ^ yi et, comme Y est séparé, il existe 
deux ouverts Oo,Oi tels que yo G Oo,yi G 0\ et Oo fl 0\ = 0 , c’est-à- 
dire (Oo x Oi) fl Iy = 0 . Réciproquement, si Y n’est pas séparé, alors il 
existe deux éléments distincts yo,yi de Y tels que Oo fl 0\ 7 ^ 0 pour tous 
les ouverts 0o,0\ tels que yo G Oo,yi £ 0\. Ainsi ( 2 / 0 » 2 /i) ^ mais 
(O 0 x Oi) nly 7 ^ 0 , donc (y 0 , yi) G cl Iy. 

Exercice III.3. Soit X,Y deux espaces topologiques et f : X Y une 
application continue. Montrer que 

(a) si Y est séparé, alors le graphe Gr(/) de f est fermé, 

(b) il existe une application continue, dont le graphe n’est pas fermé, 

(c) si f est continue, alors Gr(/) est homéomorphe à X. 

Solution, (a) Si (x,y) £ Gr(/), alors y 7 ^ f(x ), donc il existe deux ouverts 
disjoints O, P tels que y G O et f(x) G P. Puisque / est continue, f~ l (P) est 
un ouvert contenant x. Donc f~ l (P) x O est un voisinage ouvert de ( x , y) et 
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disjoint de Gr (/). En effet, si ( v,w ) G f~ l (P) x O, alors /(u) e P et w e O, 
donc w ^ f(v). 

(b) Par exemple, si / : {0,1} -» {0,1} est l’identité, la topologie du 
domaine est discrète et celle de Pimage est $ de Sierpinski (Voir Pexemple 
III. 3.3). Toute application de domaine discret est continue. D’autre part, 
Gr(/) = {(0,0), (1,1)} et puisque {0,1} est le seul voisinage de 0 pour $, le 
seul voisinage de (1,0) pour la topologie produit i x $ est {1} x {0,1}. Or 
({1} x {0,1}) n Gr(/) / 0, donc (1,0) G clGr(/) \ Gr(/). 

(c) Le même raisonnement comme dans le cas métrique. 

Exercice III.4. Montrer que 

(a) / : X -* M est continue en xo si et seulement si f est semi-continue 
inférieurement et supérieurement en x$, 

(b) / semi-continue inférieurement si et seulement si epi / est fermée, 

(c) / semi-continue inférieurement si et seulement si {x : f(x) < r} est fer¬ 
mée pour tout r G M, 

(d) si T est une famille de fonctions semi-continues inférieurement, alors 
sup T est semi-continue inférieurement. 

Solution, (a) D’après la définition, une fonction / : X —» M est semi- 
continue inférieurement en xo si et seulement si pour tout r < f(x o) il 
existe V G V(xo) tel que r < f(x) pour tout x G V ; est semi-continue 
supérieurement en xo si et seulement si pour tout s > f(x o) il existe W G 
V(xo) tel que s > f(x) pour tout x G W. Ainsi r < f(x) < s pour tout 
a; G P fl W, c’est-à-dire / est continue en xo- 

(b) Soit / semi-continue inférieurement et ( x,r ) ^ epi/, c’est-à-dire 
r < f(x). Selon la définition, il existe un voisinage ouvert V de x tel que 
r < inf vG v /M> a i ns i (Vx ] — oo, r[ ) fl epi / = 0, donc epi / est fermé. 

(c) Car {x : f(x) <r} = epi / fl (Xx ] — oo,r] ), l’intersection de deux 
fermés. Pour montrer la réciproque, soit r < f(x o), donc xq £ {x : f{x) < r} 
et comme {x : f(x) < r} est fermée, il existe un voisinage V de xq tel que V fl 
{x : f(x) < r} = 0, ainsi r < ini xeV f(x ), donc r < sup VGV ( Xo) ini xeV f(x ), 
ce qui prouve (III. 15). 

(d) Si r < supfçjr f(xo) alors il existe / G T tel que r < f(x o), donc il 
existe V G V(xo) tel que r < f(x) < snpf e jrf(x) pour tout x G V. 

Exercice III.5. Montrer que toute partie finie d’un espace topologique séparé 
est fermée. 

Solution. Si X est séparé, alors {x} est fermé pour tout x G X, car a 
fortiori pour tout y £ {x} il existe un ouvert O tel que y G O et x £ O. Par 
conséquent, toute partie finie (union finie de fermés) est fermée. 
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Exercice III.6. Montrer que toute topologie plus fine qu } une topologie sépa¬ 
rée est séparée. 

Solution. Si r est séparée et £ > r, alors £ est séparée, car tout r -fermé est 
£-fermé. 

Exercice III.7. Dénombrer toutes les topologies sur {0,1}. Lesquelles sont 
séparées ? 

Solution. On liste les ouverts pour ces topologies : 
la topologie chaotique {0, {0,1}} , 

les topologies de Sierpinski {0, {0} , {0,1}} et {0, {1} , {0,1}} 
et la topologie discrète {0, {0} , {1} , {0,1}} . 

Il n’y en a pas plus, car {0,1} a 4 parties, et chaque famille des ouverts 
pour une topologie sur {0,1} contient 0 et {0,1}. Seulement la topologie 
discrète est séparée. 

Exercice III.8. Soit X un espace topologique et N U {oo} muni de la 
topologie cofinie autour de oo. Alors la suite (x n ) n converge vers x dans X 
si et seulement si h: N U {oo} -* X définie par h(n) = x n et h( oo) = x, est 
continue. 

Solution. Effectivement, h est continue si et seulement si elle continue en 
oo (car tous les autres points sont isolés), c’est-à-dire si h~ l (V) est cofinie 
pour tout V G V(x), ce qui veut dire que {n G N : x n £ V} est fini. 

Exercice III.9. Soit (x n ) n une suite dans un espace topologique discret X. 
Alors adh n _>oo x n = ker n _>oo ab¬ 
solution. Si i est la topologie discrète sur X, alors cl t A — A pour tout 
A <Z X. Par conséquent, 

adhft-^oo x n = ^ = ^ == >oo x n . 

Exercice III. 10. Montrer que pour tout x et tout V G V(x), il existe 
W G V(x) tel que V G V(w) pour chaque w EW. 

Solution. Par définition, si F G V(x), alors il existe un ouvert W tel que 
x G W C V. Si w G W, alors W G V(w) (en particulier, W G V(x)), donc 
V G V(w). 

Exercice III.ll. Montrer que cl (Ao U Ai) = cl Ao U cl Ai. 

Solution. Comme Ao c Ao U Ai et Ai c Ao U Ai alors cl A 0 C cl (Ao U Ai) 
et cl Ai C cl(Ao U Ai). Réciproquement, 

x £ cl Ao U cl Ai <=> x G int Aq U int AJ <=> Aq, AJ G V(x) 

=> Ao D AJ G V(x) <=> x G int (Aq fl AJ) <*=> x £ cl (Aq U Ai) . 
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Exercice III.12. Montrer que 

(a) si T est une famille discrète, alors 

cl(IJ F) = 11 cl F. 

(b) si ( x n ) n est une suite injective dans un espace métrique telle que la 
famille {{x n } : n G N} est discrète, alors il existe une suite ( r n ) n de 
nombres strictement positifs telle que B-(x n ,r n ) sont disjointes deux à 
deux, et {B(x n ,r n ) : n G N} est discrète. 

Solution, (a) Bien sûr, UfgJ *^ c c KUfgJ’-^ 1 ) es * toujours vrai. Si x G 
cl(U/? 6 j-F), alors pour tout V G V{x) il existe Fy G T tel que V C\ Fy / 0. 
Comme T est discrète, il existe Vo G V(x) tel que Vo fl F = 0 pour tout 
F G T et F / Fy 0 . Alors V fl Vo fl Fy 0 / 0 pour tout V G N(x), donc 
xedFv 0 c\J FeT clF. 

(b) Procédons par récurrence. Comme F\ — {xi : l > 1} est fermé et 
a* i Fi, il existe ro > 0 tel que B-(x o, ro) fl Fl = 0. S’il existe des nombres 
strictement positifs ro,ri,...,r n tels que F n +i et B-{x^rk) sont deux à 
deux disjoints pour k = 0,..., n, alors x n +\ ^ F n U(J^ =0 B-(xk , Comme 

cet ensemble est fermé, il existe r n +i > 0 tel que F-(x n +i,r n +i) est disjoint 
de F n U ULo B ~( x k, rk)- 

En remplaçant par min(rfc, |) s’il en était besoin, nous pouvons 
demander que ( rk)k tend vers 0. Observons que si limj^oo r*; = 0, alors 
l’ensemble 

est fermé, ce qui implique que {B-(xk i rj c ) : k G N} est discrète. Si ( yi)i est 
une suite de ses éléments telle que lim/^oo yi = y , alors pour tout l il existe 
ki tel que yi G Si {/ : yi G B-^x^r^)} est infini, alors y G 

Sinon lim/^ooA;/ = oo et ]mn- ¥oo d(yi i Xk l ) = 0, ce qui contredit 
la convergence de (yi)i, car adh^-^ = 0. 

Exercice III. 13. Montrer que 

(a) si X un espace métrisable, alors x( x ) < No pour tout x € X, 

(b) si x( x ) < No, alors x( x ) = 1, 

(c) si le caractère de x est fini et X est séparée, alors {{x}} est une base 
de x, 

(d) si card X < oo et X est séparée, alors X est discret. 

Solution, (a) Si d est une métrique compatible, alors {Bd(x, : n G Ni} 
est une base de voisinages de x. 

(b) Si B est une base finie de voisinages de x , alors Bq := Oee# es t 
un voisinage de x , et si V G V(x), alors il existe F G B tel que Fo C B C V, 
donc {Fq} est une base de V(x). 
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(c) Si x( x ) est fini» alors x( x ) — 1- Soit {B} est une base de V(x) et 
y G B tel que y / x. Comme X est séparée, il existe V G V(x) tel que y £ V. 
Mais B fl V G V(x) et B C B fl V, puisque {B} est une base de V(x), donc 
y G B C V, ce qui est une contradiction. 

(d) Une conséquence immédiate de (c). 

Exercice III. 14. Montrer que si Aq,Ai sont deux fermés disjoints dans 
un espace métrique, alors il existe deux ouverts Oo,Oi disjoints tels que 
A 0 C O 0 et Ai c Oi. 

Solution. On peut utiliser la proposition III.7.3. Une preuve alternative : 
Pour tout x G A) soit r(x) > 0 tel que 2 r(x) = d(x , Ai). 

Si Oo := UxeAo -B(x,r(x)), al° rs clOo fl Ai = 0. Sinon il existe y G Ai 
et deux suites (x n ) n dans Aq et (; y n ) n telle que d(x n ,y n ) < min(r(x n ), 
pour tout n et Y\m n y n = y. Par conséquent, Y\m n x n = y et, puisque Ao 
est fermé, y G Ao fl Ai, contrairement à l’hypothèse. De la même façon, on 
montre qu’il existe un ouvert Oi incluant Ai et tel que clOi fl clOo = 0. 

Exercice III. 15. Montrer que la topologie cofinie autour de Xqq sur un 
ensemble infini X est 

(a) séparée, 

(b) normale, 

(c) de caractère égal à cardX. 

Solution, (a) Soit deux éléments distincts v et w de X. Au moins un d’eux 
(par exemple, v) est différent de x qq. Alors {u} est un voisinage de v et 
X \ {^} est une partie cofinie contenant îu, donc voisinage de w. 

(b) Soit Fo, Fl deux fermés tels que Fo fl F\ =0. Si Xç» ^ Fo, alors Fo 
est également ouvert. Donc Fo et X \ Fo sont deux ouverts disjoints incluant 
Fo et Fi, respectivement. Si Xqo € Fo, alors x œ £ Fi, donc on ramène le 
raisonnement au cas précédent, en échangeant les rôles de Fo et Fi (Une 
situation plus générale est discutée dans l’exercice III.20 plus loin). 

(c) Le caractère de tout x / Xqq est 1, tandis que le caractère de Xqq est 
égal à la cardinalité de X. Effectivement, x( x oo) < cardX puisque la car- 
dinalité de l’ensemble des parties finies de X est égale à cardX. De l’autre 
côté, s’il existait une base B de Xqq de cardinalité À < cardX, alors la cardi¬ 
nalité de \J BeB (X \ B) = X \ f) BeB B est inférieur à cardX, en particulier 
CïBeB^ es * i n fi n b donc cette intersection contient x / Xqq. Par conséquent, 
X \ {x} est un voisinage de Xqo, ma i s aucun B G B n’est inclus dans X \ {x} . 

Exercice III. 16. Soit X,Y deux ensembles non dénombrables avec la 
topologie cofinie autour de x œ sur X et la topologie codénombrable autour 
de yoo sur Y. Montrer que 

(a) si g : Y —» X et g(yoo) / #oo, alors g est continue si et seulement si 
{y E Y : g(y) / g(yoo)} est dénombrable, 
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(b) si g : Y -» X et g(yoo ) = #oo> alors g est continue si et seulement si 
g~ l (y) est dénombrable pour tout y ^ y^. 

Solution, (a) Si g(yoo) = x ^ Xqo, alors g~ l (x) est un ouvert contenant y œ , 
donc {y G Y : g(y) / g(yoo)} est dénombrable. C'est une condition suffisante 
de continuité, car y est isolé si y ^ y oo- 

(b) Soit g continue. Comme X \ {#} G V(xoo) P our tout x / #oo> alors 
g~ l (x) est dénombrable. Réciproquement, si g~ l (x) est dénombrable pour 
tout x / Xqo, et V G V(xoo), alors Y \ V est finie, donc g~ l (Y \ V) est 
dénombrable, ainsi g~ l (V) G V(î/oo), donc g est continue. 

Exercice III. 17. Soit X un ensemble non dénombrables muni de la topolo¬ 
gie codénombrable autour de Xqo G X. Montrer que toute fonction continue 
f : X -» M est constante sur une partie codénombrable de X. 

Solution. Si / : X -» M est continue, alors pour tout n G Ni il existe un 
voisinage V n de x œ tel que \f(x) - f(x œ )\ <i- Ainsi f(x) = f(x Q G ) pour 
tout x G flneNi Ki- Comme X \ V n est dénombrable pour tout n G Ni, 
X \ flneNi Kl = UneNi ( X \ K») est dénombrable. 

Exercice III. 18. Soit X,Y deux ensembles non dénombrables munis de la 
topologie codénombrable autour de x G X et y œ G Y. Soit f : X -» Y. 
Montrer que 

(a) si f(x 0 o) / î/oo, alors f est continue si et seulement si 

{xeX: f(x) ? f(x oo)} 

est dénombrable, 

(b) si f(x 0 o) = Poo> alors f est continue si et seulement si f~ l (y) est 
dénombrable pour tout y ^ y<x>- 

Solution, (a) Si / est continue et f(x 0 Q ) = y ^ y oo> alors comme {y} est un 
ouvert, f~ l (y) est un ouvert contenant x œi donc une partie codénombrable 
de X et, bien sûr, / constante sur f~ l (y). Cette condition est suffisante pour 
que / soit continue, car X \ f~ l (y) est composé de points isolés. 

(b) Si / est continue, /( x œ ) = y œ et si y ± y «>, alors Y \ {y} G V(î/oo)> 
donc f~ l (Y \ {y}) G V(xoo), donc f~ l (Y \ {y}) =X\ f~ l (y) est codénom¬ 
brable, et par conséquent est dénombrable. 

Réciproquement, si f(x 0 Q ) = y 0Q et f~ l (y) est dénombrable pour tout 
y y 0Ot alors il suffit de prouver que / est continue en Xqo» car tous les 
autres points de X sont isolés. Si V G V(y 00 ) i alors Y \ V est dénombrable. 
D’après l’hypothèse, f~ l (y) est dénombrable pour tout y G Y \ V, donc 
/ _1 (y \ V) = X\ f~ l (V) est dénombrable, ainsi f~ l (V) est codénombrable 
et Xœ G donc f~\V) G V(*oo). 
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Exercice III. 19. Soit X,Y deux ensembles non dénombrables avec la 
topologie cofinie autour Xqq sur X et la topologie codénombrable autour y œ 
sur Y. Montrer que f : X —>Y est continue si et seulement si 

{x € X : f(x) # /(Zoo)} 

est fini. 

Solution. Soit / continue. Si f(x 0Q ) = y / y oo, alors f~ l (y) G V(xoo), 
c'est-à-dire {x e X : f(x) / /(x 0 o)} est fini. 

Si /(xqo) = 2/oo, mais {x G X : /(x) / /(x oo)} n’est pas fini, alors il 
existe une suite libre (x n ) n telle que f(x n ) / y 0 0 pour tout n G N. Or, toute 
suite libre converge vers Xqo, donc (f(x n )) n converge vers f(x œ ) = y oo, donc 
{n G N : f(x n ) = yoo} est cofinie, ce qui est une contradiction. 

Exercice III.20. Montrer que toute topologie primale est normale. 

Solution. Si une topologie primale n’est pas discrète, appelons oo le point 
non isolé. Soit Ab^i deux fermés disjoints. Si A est fermé et oo ^ A alors 
A c est un voisinage de oo et A est aussi ouvert en tant qu’union de points 
isolés. Donc si oo ^ Ao alors Aq est un voisinage ouvert de oo, Aq est ouvert 
et Ai C Aq, donc Ao et Aq sont deux ouverts disjoints incluant Ao et A\ res¬ 
pectivement. Si oo G Ao alors oo ^ Ai, donc on se ramène au cas précédent. 

Exercice III.21. Montrer que 

(a) tout espace métrisable est parfaitement normal, 

(b) (théorème de Vedenisov) un espace topologique séparé est parfaitement 
normal si et seulement si tous les ouverts sont fonctionnellement ouverts, 

(c) un espace est parfaitement normal si et seulement s ’il est normal et tout 
fermé est un G«$, 

(d) il existe un espace normal qui n’est pas parfaitement normal. 


Solution, (a) D’après la preuve de la proposition III.7.3. 

(b) Soit X parfaitement normal et soit U un ouvert de X. Si U = X, 
alors U = {x G X : f(x) > 0}. Si U = 0, alors U = {x G X : 0(x) > 0}. 
Alors soit U une partie propre de X et soit u G 17. Puisque X est séparé, 
{u} est fermé. Ainsi il existe / G C(X, [0,1]) telle que / _1 ( 1) = {u} et 
/-i(0) = {/ = 0} = X \ U. Bien entendu, {/ > 0} = U. 

Réciproquement, assumons la condition et prenons deux parties fermés 
disjointes Fo, F\ de X. D’après la condition il existe /o, fi G C(X, [0,1]) telles 
que X \ Fo = {/o > 0} et X \ F\ = {/i > 0}. Autrement dit, Fo = {/o = 0} 
et Fi = {/i = 0}. Soit 


/(*) : = 


fo(x) 

fo(x) + fl(x) 


Comme Fo,Fi sont disjointes, fo{x) + fi(x) > 0 pour chaque ce G X, et 
ainsi / est bien définie et continue. Si x e Fo alors f(x) = 0, et si x G Fi, 
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alors f(x) = 1. Enfin, si x £ Fo U Fi, alors 0 < fo(x) et 0 < fi(x) y donc 
0 < f(x) < 1. 

(c) Soit X parfaitement normal et F un fermé de X. D’après le théorème 

de Vedenisov (b), il existe / G C(X y [0,1]) telle que F = {/ = 0}. Alors 
F = flo<n<a;{/ < n}* ^ est i nc l us dans l’intersection, car {/ = 0} C 

{/ < »}• D’autre part, si 0 < f(x) < ^ pour tout n, donc f(x) = 0. 

(d) Soit X un ensemble non dénombrable muni de la topologie cofinie 
autour de Xqq. Alors X est normal, car sa topologie est primate. Cependant 
X n’est pas parfaitement normal, car {xqq} est fermé mais n’est pas G$. En 
effet, si {xqo} “ Pinça; où G n est ouvert pour tout n < <j 9 alors X \G n 
est finie, donc 

ul<* \ ■ c ")= x \ ru, c «=* \ 

est dénombrable en contradiction avec l’hypothèse. 

Exercice III.22. Montrer que la topologie (non métrisable) de Sorgenfrey 
(exemple III. 7.8) est parfaitement normale 

Solution. Puisque l’espace de Sorgenfrey est normal, en vertu de l’exer¬ 
cice III. 21 (c), il suffit de montrer que tout ouvert O de l’espace de Sorgenfrey 
est l’union dénombrable de fermés. Si P est l’intérieur de O pour la topologie 
usuelle de la droite, alors P est l’union dénombrable d’intervalles (a, 6), et 
tout (a, b) est l’union dénombrable d’intervalles de la forme [a n ,6), où ( a n ) n 
est une suite décroissante d’éléments de (a, b) telle que lim^oo a n = a. Tout 
[a ny b) est ouvert et fermé pour la topologie de Sorgenfrey. Si x G O \ P, 
alors il existe t x tel que [x y t x ) C O. Si y G O \ P,x / y et r y est tel que 
[y,r y ) C O, alors [x y t x ) fl [y^ry) = 0, sinon x ou y appartiendrait à P. En 
effet, si [; x y t x ) fl [y>r y ) / 0 et, par exemple, x < y y alors ( x>r y ) C O, donc 
y G (x, r y ) C P, ce qui est une contradiction. Puisque tout [x y t x ) contient 
un nombre rationnel, O \ P est dénombrable. 

Exercice III.23. Soit X,Y deux ensembles et f : X —>Y. Montrer que 

(a) Si £ est une topologie sur X, alors il existe sur Y la topologie la plus 
fine (notée f£) telle que f est continue de £ vers /£. 

(b) Si r est une topologie sur Y, alors il existe sur X la topologie la moins 
fine (notée f~ l r) telle que f est continue de f~ l r. vers r. 

Solution, (a) Soit £ G T(X) et 

y := {r G T(Y) : / G C(£, r)}, 

où T(Y) désigne l’ensemble des topologies sur Y. L’ensemble y n’est pas vide, 
car la topologie antidiscrète oy y appartient. Si O est un ouvert de \J y y alors 
il existe n G N, ti,T2, .. . ,r n G T et Oi G 0 Tli 02 G 0 T2y ... y 0 n G 0 Tn 
tels que O = 0\ fl O 2 fl... fl O n . Donc f~ l {Ok) G 0^ y et, par conséquent, 
/-I(O) = f -\nLi Ok) = DLi / -1 (o fc ) e 0*. Donc \/yey. 

(b) Soit r e T(Y) et *:={£<£ T(X) : f e C(t, r)}. L’ensemble * n’est 
pas vide, car la topologie discrète tx y appartient. Par définition, f~ l {0) G 
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Oç pour tout £ G X et O G 0 Ti donc / x (0) G c'est-à-dire 

/\XeX. 

Exercice III.24. Montrer que 

(a) Une application f : X —> { 0,1} est continue de r dans $ si et seulement 
si {x G X : /(x) = 1} est r-ouvert. 

(b) Chaque topologie r vérifie r = V/gC(t,$) / _1 $- 

Solution, (a) Soit / G C(r, $). Puisque {1} est $-ouvert, 

/ -1 (1) ={x<EX : f(x) = 1} 

est r-ouvert. Cette condition est suffisante, puisque {1} est l'unique partie 
$-ouverte propre de {0,1}. 

(b) Bien sûr, r > f~ l $ pour chaque / G C(r, $), donc r > V f e c( T $) / _1 $. 
D'autre part, si O est r-ouvert, alors \o ^ C(r, $) Xo l W = O, donc 
T < V/GC(r,$)/ 1 $* 

Exercice III.25. 5 oî£ X un ensemble infini. Pour tout x G X soit r x la 
topologie cofinie autour de x. Trouver Vxex r ® Axex r ®* 

Solution. \/ xeX r x = i, car pour tout y G X, il existe x E X \ {y }, donc 
{?/} G 0 Tx C Uvex D’autre part, /\ xeX T x est la topologie cofinie de X, 
car O G 0 Tx si X \ O est fini pourvu que x G O. Donc O G flxex si et 
seulement si X \ O est fini. 

Exercice III. 26. Montrer que 

(a) toute union de parties sans point isolé est sans point isolé. 

(b) la fermeture de toute partie sans point isolé est sans point isolé. 

(c) pour X tout espace métrique il existe une décomposition X = X 00 \JX\ } 
où Xqq est parfait et X\ est clairsemé. 

(d) toute partie parfaite de la droite réelle a la cardinalité au moins c. 

Solution, (a) Soit A une famille de parties sans point isolé d’un espace 
topologique X. Si x G LUe.4 A, alors ^ ex is* e A G A tel que V fl A \ {x} / 0 
pour tout V G V(x). A fortiori V fl (Jag.4 A \ {#} / 0 pour tout V G V(x). 

(b) Si A n’a pas de point isolé etxGcli\A, alors V fl A / 0 pour tout 
voisinage V de x et, comme x £ A, aussi V fl A \ {x} / 0. 

(c) Soit A l’ensemble de toutes les parties sans point isolé de X. Selon 
(a), Uag.4 A est sans point isolé et, selon (b), la partie Xqo := clOJ^^A) 
est parfaite, donc X œ G A et A c Xç» pour tout AeA.Eïi conséquence, si 
B / 0 et B fl Xqq = 0, alors B £ A, ce qui prouve que Xi := X \ X œ est 
clairsemée. 

(d) Soit A une partie parfaite de M. Nous allons associer à toute suite 
finie (de longueur non nulle) s à valeurs dans {0,1} un élément r s de A. Si 
s est une suite de longueur n G Ni, alors s = (si,..., s n ) G Yik=i {0,1} . On 
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note s ^ 0 := (si,... ,s n ,0) et s ^ 1 := (si,..., s n , 1 ). Puisque A / 0 , 
il existe r( 0 ) € A et, comme r( 0 ) n’est pas isolé dans A , soit r ^ G A tel 
que r(o) / ^(i)- Si nous avons déjà défini {r s : s G Ylk=i {0» 1}} C A tels que 
r s / rt si s / £, alors soit 

£„ := \ min{|r s - r t \ : s ^ t e JJ ” =1 { 0 , 1 }}. 

Puisque r s n’est pas isolé dans A pour tout s G nu ou} , il existe 
7 V-i 7 ^ r s tel que r s ^i G A D B(r s ,£ n ). On pose r s ^o := »V Pour / G 

IIU {0.1}. soit /» : = (/(!)>• •■>/(»)) e nU^.!} - Donc ( r /n) n est 

une suite de Cauchy d’éléments de A. Soit F( f ) := lim^oo (r/ n ) n . Ainsi 
| F(/) — ^/(n)| < l^n- Si fo / /i, alors il existe le plus petit n tel que 
/o (n) / /i(n). Donc 

|F(/ 0 ) - F(/i)| > £n(4 - 2|) > £„ > 0, 
ce qui montre que F : YikLi {0,1} —^ ^4 est injective, donc c < caïd A. 
Exercice III.27. Soit (X, <) un ensemble totalement ordonné. Montrer que 

(a) si cardX > 1 , alors la famille B des intervalles 

(base) {x G X : x < b} , {x G X : a < x < b} , {x G X : a < x) , 
où a,beX et a < 6 , es£ une base d } ouverts d f une topologie, 

(b) si D est une partie discrète de X , alors il existe une famille disjointe 
{B x :xeD} C B, 

(c) tout espace totalement ordonné est normal, 

(d) tout espace dénombrable, totalement ordonné, dense et non borné est 
homéomorphe à Q, donc à {x G Q : 0 < x < 1}. 

Solution, (a) Soit x G X. S’il existe b > x, alors x G {w G X : w < b} G B. 
S’il n’existe pas b > x, alors il existe a < x, car cardX > 1. Ainsi x G 
{w G X : a < w} G B. D’autre part, l’intersection de deux ensembles de la 
forme (base) est de la même forme. 

(b) Soit x G D. Comme D est discrète, pour tout x G D il existe un 
élément B x de B tel que B x fl D = {x }. Alors 

a x := sup {w G D : w < x} < x < inf {w G D : x < w} =: b x . 

Ainsi x G B x := {w G X : a x < w < b x } G B et si xo < x\, alors xq < 
b x q < x\ et xo < a Xl < x\, donc b XQ < a Xl et ainsi B Xo fl B Xl = 0 . 

(c) Soit Fo, Fi deux fermés disjoints. Soit 

W 0 '■ = Ij{]a,&[ : F 0 , ]a,6[nFi = 0}, 

Wi : = GJ{]a, 6[ : a, b G Fi, ]a,6[nF 0 = 0}. 

Alors Fo fl clWi = 0 = clWo H Fi. En particulier, si a, 6 G Fi et 
]a, 6 [flFo = 0, alors [a, b] C clW^i et 

Hi := (J{[a, b] : a, b G F u [a, b) D F 0 = 0} n F 0 = 0. 
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Si maintenant x G clffi \ ffi, alors oux = inf {w G H\ : x < w} ou bien 
x = sup {w G H\ : w < x} . 

Dans le premier cas, pour tout w G H\ il existe a w , b w G Fi tels que 
x < u; et a w < w < b w . Mais ]a W) b w [nFo = 0, donc x < a w < w pour tout 

w G Hi tel que x < w, donc x = inf {aw : w G H\,x < w} G Fi, car Fi est 

fermé, une contradiction. 

Observons maintenant que (Fo \ Wo) U (Fi \ W\) est discret. En effet, si 
x e Fo\ Wo, alors il existe a < x < b tels que ]a, &[flFi = 0 et a £ Fq ou 
b Fo , donc il existe a < x <b tels que ]a, &[flFo = {x} . Selon (b) il existe 
une famille disjointe d’ouverts {B x : x G (Fo \ Wo) U (Fi \ Wi)} . Ainsi 

Il B* U Wo et IJ v B x U W\ 

^xeF 0 \w 0 x u ^xeFxXWi 
sont deux ouverts disjoints incluant respectivement Fo et F \. 

(d) Soit X = {x n : n G N} un tel espace et Q = : n G N} , où q n / 

si n^k. Nous allons construire un isomorphisme d’ordre / : Q -» X qui est 
également un homéomorphisme, car la topologie est déterminée par l’ordre. 

Soit f(qo) := #o et soit f~ l (x i) G Q tel que / préserve l’ordre. Supposons 
que / est déjà définie et préserve l’ordre pour k < n et pas encore pour q n . 
Alors il existe f(q n ) G X tel que / persiste à préserver l’ordre, car X est dense 
et non borné. Si x n n’est pas encore une valeur de /, alors soit f~ l {x n ) G Q 
tel que / persiste à préserver l’ordre, ce qui est toujours possible, car Q est 
dense et non borné. L’application / ainsi construite par récurrence est un 
isomorphisme d’ordre. 

Exercice III.28. Montrer que 

(a) tout sous-espace d’un espace topologique régulier est régulier, 

(b) tout produit d’espaces topologiques réguliers est régulier } 

(c) (!) il existe un espace topologique normal X tel que X x X n’est pas 
normal (Voir l’exercice VI. 14), 

(d) un sous-espace d’un espace topologique normal n’est pas forcément nor¬ 
mal. 

Solution, (a) Soit Xj régulier pour tout j G J, x G YijejXj et F G V(x). 
Alors il existe une partie finie F de J et Fj G V('iTj(x)) pour j G F tels 
que rijeF^jHVj) C V. Puisque tout Xj est régulier, pour tout j G F il 
existe Wj G V{itj{x)) tels que clWj = Wj C Vj. donc OjeF^^O^j) es * un 
voisinage fermé de x inclus dans V. 

(b) Soit Y régulier et X C Y. Soit A une partie fermée de X et xo G X\A. 
Par définition de sous-espace, il existe un fermé H de Y tel que A = HC\X. Il 
s’ensuit que xo £ H et puisque Y est régulier, il existe deux ouverts disjoints 
Oo, Oi de Y tels que xo G Oo et H C 0\. Par conséquent, OoflX, OiflX sont 
deux ouverts disjoints de X tels que xo G Oo fl X et A C H fl X c 0\ fl X. 

(d) Dans l’exercice A.8, l’espace (u;o + 1) x (oji + 1) est compact, donc 
normal, mais (cjq + 1) x (cji + 1) \ {(^o^i)} n’est pas normal. 
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Exercice III.29. Soit ( X n ) n une suite d’ensembles dénombrables infinis et 
(x n )n telle que x n G X n pour tout n G Ni. On suppose que X n fl X m = 0 
pour n^m et soit Xqq £ UneN On considère sur chaque X n la topologie 
r n cofinie autour de x n . 

(a) Est-ce que AneN T n es t métrisable sur X := {xqo} U (JneNi ? Si oui, 
définir une de ses métriques. 

(b) Soit f : X —> X telle que f(x) := x si x ^ x n et f(x n ) := xo (pour 
tout ne N). Soit fr la topologie quotient. Est-ce que c’est une topologie 
métrisable ? 

Solution, (a) Selon l’exemple III.3.5, tout ensemble dénombrable avec la 
topologie cofinie autour d’un point est homéomorphe à une partie de K, 
donc métrisable. Si d n est une métrique bornée par 1 de X n , où Xo := {a?oo} , 
alors d(x,y) := d n (x,y) si x, y e X n et d(x,y) := 1 sinon est une métrique 
compatible avec f\ ne ^T n . 

(b) Non, car c’est la topologie de l’éventail séquentiel. 

Exercice III.30. Montrer que 

(a) toute application surjective continue ouverte est quotient, 

(b) toute application surjective continue fermée est quotient, 

(c) il existe une application quotient qui n’est ni ouverte ni fermée. 

Solution, (a) Soit / : X —» Y une application surjective continue ouverte et 
D une partie de Y telle que f~ x (D) est ouverte. Donc f(f~ l (D)) = D , car 
/ est surjective, et ouverte, car / est ouverte. 

(b) Soit f : X Y une application surjective continue ouverte et D une 
partie de Y telle que / _1 (D) est fermée. Donc f(f~ 1 (D)) = D , car / est 
surjective, et fermée, car / est fermée. 

(c) Soit / : [0, 37 t[ —>- {z G C : \z\ = 1} donnée par f(x) := e %x . D’après 
la construction, / est quotient. Or [0,7r[ est un ouvert, mais /([0,7r[) n’est 
pas ouverte, car / (0) = 1 ^ int / ([0,7r[). D’autre part, [27r, 37r[ est un fermé, 
mais —1 G cl/([27r,37r[) \ /([27r, 37t[) . 

Exercice III.31. Montrer que 

(a) X est de Fréchet si et seulement si cls e q A = cl A pour tout A C X, 

(b) tout espace de caractère dénombrable est de Fréchet, 

(c) l’éventail séquentiel de la section III. 12 est de Fréchet, mais son caractère 
n’est pas dénombrable, 

(d) la bisuite de l’exemple III.3.7 n’est pas de Fréchet. 

Solution, (a) C’est une reformulation de la définition. 

(b) Si {B n : n G N} est une base de V(x) et x e cl A, alors pour tout 
n G N il existe x n G B n fl A. Si V G V(x), alors il existe n G N tel que 
B n c V 9 donc Xk G V pour k >n, c’est-à-dire x G Lim n _>ooa; n . 
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(c) Nous avons montré que si Xqq G cl A \ A, alors il existe sur A une 
suite convergeant vers x œ . Comme tous les autres points sont isolés, Pespace 
est de Fréchet. Nous avons montré que x( x oo ) n’est pas dénombrable. 

(d) Nous avons vu que x œ G cl {x Ui k : n, k G N}, mais aucune suite sur 
{x Ul k : n, k G N} ne converge vers a?oo- 

Exercice III.32. Montrer que 

(a) une topologie est séquentielle si et seulement si 

(seq) clseq A C A => cl A C A 

pour toute partie A , 

(b) toute topologie de Fréchet est séquentielle, 

(c) la bisuite de Vexemple III. 3.7 est séquentielle, 

(d) la topologie de Arens III.3.8 n } est pas séquentielle, 

(e) pour toute topologie r il existe la topologie 7s eq T la moins fine des topo¬ 
logies séquentielles £ plus fine que r. 

(f) Quelle est Ts eq r pour la topologie de Arens r ? 

Solution, (a) Il suffit de noter que cls eq A C A signifie que A est séquentiel¬ 
lement fermée et cl A C A signifie que A est fermée. La seconde affirmation 
est évidente. En ce qui concerne la première, 

(^J{Lim n _> 00 x n : (x n ) n £ A^} = clseq A C A 

si et seulement si Lim n _>oo a? n C A pour toute suite (x n ) n d’éléments de A. 

(b) Puisqu’une topologie est de Fréchet si et seulement si cls eq A = cl A 
pour toute partie A , (seq) est vérifiée, donc elle est séquentielle. 

(c) Soit X := {xqo} U Xq U X\, où Xo := {x n : n G N} et X\ := 
{x Ul k : n G N}, muni de la topologie de bisuite. Montrons que cl| eq A = 
cl| eq A pour toute partie A de X. Comme 

clseq A — clseq (A H {^oo}) C clseq (A fl -Xo) U clseq (A H ^i), 

Il suffit de considérer cls eq A)> où Aq C Xq et cls eq ^i, où A\ c. X\. Or, 
cls eq A) C Aq U {a?oo}, donc clg eq i4o = clseq ^o- D’autre part, soit Aq := 
cls eq Ai fl Xq. Alors clseq A\ c Ai U Aq, donc 

clgecj Ai d clseq A\ U clseq Aq (Z A\ U Aq U {& 00 } • 

Ainsi clIeqAi =cl|e q Ai. 

(c) (deuxième solution) Soit A une partie non fermée, c’est-à-dire il existe 
x G cl A \ A. Alors x = Xqq ou x = x n pour n G N, car tous les autres points 
sont isolés. Si x n G cl A \ A, alors N := {k : x Ui k G A} est infini. Par consé¬ 
quent, lim 7 V 3 fc_>oo x Ui k = x , ce qui montre que A n’est pas séquentiellement 
fermée. Il reste le cas x^ G cl A \ A. Alors il existe une suite croissante 
(n p ) p telle que x Up G cls eq A pour tout p G N. Sinon il existerait no tel que 
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x n & clseq A pour tout n > no, et par conséquent, pour tout n > no il existe 
k n tel que { x n : k > k n } fl A = 0. Donc 

{^ 00 } U { x n : n > no} U {Xnjz • & — k n } H A = 0, 

c’est-à-dire Xqq £ cl A, contrairement à l’hypothèse. 

(d) Si Y est l’espace de Arens, alors Y \ {a?oo} n’est pas fermée, mais 
séquentiellement fermée, car les suites convergentes sont stationnaires. 

(e) Observons que l’ensemble des parties séquentiellement fermées d’une 
topologie r, vérifient (F1)-(F3) du chapitre III, donc constitue l’ensemble 
des fermés pour une topologie, que l’on note Ts eq r. Puisque tout fermé est 
séquentiellement fermé, r < Ts eq r. D’autre part, si r < £ et £ est séquentielle, 
alors £ = T Seq £. 

(f ) Puisque les suites convergeant pour la topologie de Arens sont station¬ 
naires, toute partie est séquentiellement fermée. Donc Ts eq r = t (la topologie 
discrète). 

Exercice III.33. 

(a) Observer que toute application continue est séquentiellement continue. 

(b) Montrer que si f : X —» Y est séquentiellement et X est un espace 
séquentiel, alors f est continue. 

Solution, (a) Si a: G Lim n _>oo a? n etVe V(f(x)). Puisque / est continue, il 
existe W G V{x) tel que f(W) C V. D’après la convergence, {n : x n G W} 
est cofini, donc {n : f(x n ) G V} est cofini et ainsi f(x) G Lim n _>oo f(x n ). 

(b) Soit / : X —> Y est séquentiellement continue et F une partie fermée 
de Y. Si ( x n ) n est une suite d’éléments de f~ l (F) telle que x G Lim n _>oo x n , 
alors f(x) G Lim n _>oo f(x n ) et f(x n ) G F pour tout n. Comme F est fermée, 
f(x) e F et ainsi x G / -1 (F). Ceci montre que / _1 (F 1 ) est séquentiellement 
fermée, donc fermée, car X est séquentiel. En conséquence / est continue. 

Exercice III.34. Une partie O de K 2 est ouverte pour la topologie radiale 
si OnL est une partie ouverte de L pour toute droite L de K 2 . Montrer que 

(a) si une suite (x&)& est convergente pour la topologie radiale , alors il existe 
n G N et des droites Li, L 2 ,..., L n telles que {xk : k G N} C L\ U L 2 U 
... U L n , 

(b) la topologie radiale n } est pas de Fréchet, 

(c) la topologie radiale est séquentielle. 

Solution, (a) Soit ( x n ) n une suite convergeant vers x. Supposons que la 
condition ne soit pas vérifiée. On construit par récurrence une suite extraite 
( x nk ) k telle que pour tout m G Ni, l’intersection de toute droite L avec 
{x nk : k < m} n’a pas plus que 2 éléments. C’est évidemment possible pour 
m = 1. Si c’est vrai à l’ordre m > 1, alors l’ensemble C des droites passant par 
deux éléments de {x nk : k < m} , est fini. D’après l’hypothèse de récurrence, 
il existe n m + 1 > n m tel que x nm+1 £ (Jz,e£ ^ ar cons équent, pour toute 
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droite L, l’ensemble {x Uk : k G N}fl L est fini (a au plus 2 points), donc fermé 
dans L et, par définition de la topologie, fermé. Ainsi 


adhfc-K*, Xn k = p| m€N cl {x nk : k > m} = p| meN {x nk :k>m} = 0, 


ce qui contredit la convergence de ( x n ) n , 

(b) Nous allons construire une partie A de K 2 tel que cls eq cls e qA ^ 
clseq A, donc clseq A ^ cl A, car cl est idempotent. Soit 


A: ~ {( n’i ) : \ < ÏP» n » fc ' 


Alors clseq A\A = {(^, 0 ) : n < a;}, donc (0,0) ^ clseq A. En effet, pour toute 
droite L passant par (0,0) il existe r,sel tels que L = {(rt,st) : t G K}. 
On observe qu’il existe ô > 0 tel que {(at,/3t) : \t\ < 6} n A = 0. D’autre 
part, (0,0) G cls eq A, car ((^,0)) n converge vers (0,0). 

(c) La topologie radiale est séquentielle, car si A est séquentiellement 
fermé et L est une droite, alors A fl L est séquentiellement fermé dans L, 
donc fermé dans L et, par conséquent, A est fermé. 


IV. Espaces métriques séparables 
Solutions (exercices des pages 80-80) 

Exercice IV. 1 . Si X est un espace métrique séparable, alors cardA" < c. 
Solution. Voir la proposition IV. 1.2. 

Exercice IV. 2. Combien y a-t-il de fonctions réelles continues sur un espace 
séparable ? 

Solution. Puisque toute fonction continue est déterminée par ses valeurs sur 
un ensemble dense, il y a No**° = 2 **° = c de fonctions continues. 

Exercice IV.3. Soit X un espace métrique. Alors X est séparable si et 
seulement s } il existe une base dénombrable d’ouverts de X. 

Solution. Voir la proposition IV.1.3. 

Exercice IV.4. Dans tout espace métrique séparable X il existe une suite 
(^n)n telle que X = adlift—^oo(# 71 ) 71 . 

Solution. Effectivement, si A est dénombrable et dense, alors il existe une 
suite ( a n ) n de termes distincts telle que A = {a n : n G N}. Soit (#&)& la suite 
définie par 

ao,a^ao,ai } a2,ao,ai,a2, as,.... 

Si x G cl A alors il existe une suite ( y p ) p à valeurs dans A telle que x = 
limp^ooyp, donc il existe ( n p ) p telle que y p = a np . Dans le cas où x G A, il 
existe n tel qu’on peut poser y p = x = a n pour tout p G N. Alors il existe 
(kp) p tendant vers 00 telle que = a n donc x G adh Tl ^ 0 o x n . Si x £ A, alors 
(n p ) p tend vers 00 et il existe une suite ( k p ) p telle que #& p = a Tlp . Forcément 
(kp) p tend vers 00, donc x G adh Tl ^ 0 o# 7 i. 
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Exercice IV. 5. (Théorème de Cantor-Bendixson) Tout espace métrique sé¬ 
parable est Vunion disjointe de deux ensembles, dont un est parfait et Vautre 
est dénombrable. 

Solution. Notons X° Pensemble des points de condensation de X. Montrons 
que X \X° est dénombrable. D’après la proposition IV. 1.3, il existe une 
base {B n : n G N} d’ouverts de X. Pour tout x ^ X° il existe un ouvert 
dénombrable O x tel que x G O x , donc O x C\X° = 0. Ainsi il existe n G N tel 
que x G B n C O x . En particulier, B n est dénombrable. Si N est l’ensemble 
des ne N tels que x e B n C O x pour un x ^ X°, alors 

est dénombrable. Si a; G X° , alors x G clp^fa:}), c’est-à-dire x est un point 
d’accumulation. D’autre part, si a; G clX° alors O fl X° ^ 0, pour tout 
ouvert O contenant x , donc O n’est pas dénombrable, et ainsi x G X°. En 
conséquence X° est parfait. 

V. Espaces métriques compacts 
Solutions (exercices des pages 93-95) 

Exercice V.l. Soit F, K deux parties fermées d } un espace métrique (X,d). 
Montrer que 

(a) si F DK = 0 et K compacte , alors dist(F, K) > 0, 

(b) Vhypothèse de compacité est essentielle. 

Solution. 1. (a) D’après la proposition II.3.7, la distance d(-, F) est continue 
et comme K est compact, selon le théorème V.l.21, il existe xo G K tel que 
d(x o, F) = inf xe K d(x , F). Or dist(F, F) = d(x o, F) > 0, car F est fermé et 
xo F. 

(b) Les parties N et F := {n+^ : n G Ni} de K sont fermées et disjointes, 
mais 0 < dist(N, F) < inf{d(n, n + £)} = 0. 

Solution. 2. (a) Supposons que dist {K, F) = inf {d(x y y) : x G K,y G 
F} = 0, c’est-à-dire pour tout n G Ni, il existe x n G K et y n G F tels que 
d(x ni y n ) < 1. Puisque K est compact, il existe une suite (x nic ) k extraite de 
(x n ) n telle que x œ := lim/^oo x nk G K. Mais également x œ := lim^oo y nk , 
car d(a?oo,2/ n J < d(xoo,x nk ) + d(x nk) y nk ), et comme F est fermé, a?oo G F, 
ce qui est une contradiction. 

Exercice V.2. Toute union finie de parties compactes est compacte. En 
particulier , toute partie finie est compacte. 

Solution. 1. Soit Fi,..., K m parties compactes d’un espace métrique et soit 
(x n ) n une suite d’éléments de (Jjli Kj- Alors il existe j tel que Aj := {n G 
N : x n G Kj} est infini. Ainsi {x n ) neAj est une suite d’éléments d’une partie 
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compacte Kj, donc il existe une partie infinie A de Aj telle que ( x n) n eA 
converge vers un élément de Kj C |Jj=i Kj. 


Solution. 2. Soit K\, ..., K m parties compactes d’un espace métrique et soit 
V une famille d’ouverts telle que (JJLi Kj C (J PeP P. Pour tout j = 1,..., m, 
il existe une sous-famille finie Vj de V telle que Kj C {JpePj ^ car Kj est 
compact. Alors (JJLi 'Pj est finie et 


UT-.*> C U p ^ v, r 


Exercice V.3. Une partie d’un espace euclidien est compacte si et seulement 
si elle est fermée et bornée. 

Solution. Soit FcR n = Yik=i Si F est compacte, alors F est fermée. 
Comme, pour tout k , la projection 7r& est continue, i r& (F) est compacte dans 
K, donc bornée. Or, F C n&=i ( F ), ainsi F est bornée. Si F est bornée 
et fermée, alors 7r&(F) est bornée pour tout fc, donc cl7r&(F) est fermée 
et bornée, donc compacte d’après le théorème de Bolzano-Weierstrafi. Par 
conséquent, F est une partie fermée d’un compact Yl k=ï (K) > d° nc K 
est compacte. 

Exercice V.4. Soit ( A n ) n une suite de parties d’un espace métrique X. 
Montrer que 

(a) x G Adh n _»oo A n si et seulement s ’il existe une suite strictement crois¬ 
sante ( nk)k et x k £ A nfc pour tout k G N de telle sorte que x = 

limfc_xx> Xk, 

(b) si A n = {a n } pour tout n, alors Adh n _>oo A n = adh n _>ooa n , 

(c) si A n D A n +i pour tout n, alors Adh n _>oo A n = fln€N c ^ n, 

(d) si X est compact, alors pour tout ouvert O D Adh n _>oo A n il existe no 
tel que A n C O pour tout n> no- 


Solution, (a) Par définition, x G Adh n _>oo^4n si a; G cl(|J&> n Ak) pour 
tout n G N, c’est-à-dire B(x y £) fl \J k>n Ak ^ 0 pour tout n G N. Ainsi il 
existe k n > n et x n G B(x , £) fl Ak n . Bien évidemment, lim n _>oo x n . Il suffit 
maintenant de changer le rôle de n et k. Réciproquement, si x = lim&^oo Xk 
et Xk G A nfc pour tout A; G N, alors pour tout n il existe k(n) tel que 
Xk G (J i >n Ai pour k > k(n). Par conséquent, x G cl((J i >n A{) pour tout n, 
donc x G Adh n ^oo A n . 

(b) Si A n = {a n } , alors 

Adh n _ >oo An — cl \o>k • k ^ n )■ = adh^— >oo 

i «neN 

(c) Si A n D A n +1 pour tout n, alors (J k>n Ak, d’où la conclusion. 

(d) Supposons qu’il existe un ouvert O tel que Adh n _>oo A n C O et une 
suite strictement croissante ( nk) k telle que A nk \ O ^ 0, autrement dit, il 
existe Xk G A Uk \ O pour tout k. 
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La suite ( Xk) k d'éléments d'une partie compacte X \ O admet une suite 
extraite (xk p ) p convergeant vers un élément Xqq de X\0. Puisque Xk p G A Ukp 
pour tout p, d'après (a), Xqq G Adh n ^oo A n C <9, ce qui est une contradiction. 

Exercice V.5. Soit X un espace métrique, Aqq C X et ( A n ) n une suite de 
parties de X. 

Si pour tout ouvert O D A^ il existe no tel que A n C O pour tout 
n > no, alors il existe une partie compacte K de Aqq telle que pour tout 
ouvert O D K il existe no tel que A n \ A^ C O pour tout n> no - 

Solution. L'ensemble K := Adh n _>oo(A n \ Aqq) est compact. Supposons 
qu'au contraire il existe une suite (yk)k d'éléments distincts de K sans aucune 
suite extraite convergente (K étant fermé). Alors il existe une suite ( nk)k 
extraite de (n) n et Xk G A nfc \ A œ pour tout k tels que d{xk,Vk) < p 

Par conséquent, aucune suite extraite de (xk)k n'est convergente, ce qui 
implique que {xk : k G N} est fermé et disjoint de A^. D'après l'hypothèse, 
il existe N tel que A n fl {xk : k G N} = 0 pour tout n > iV, ce qui est une 
contradiction. 

Si a; G K\A 00 , alors il existe une suite croissante ( nk)k et Xk G A nfc \A 00 
telles que x = lim&^ooXfc. Par conséquent, {xk : k G N} U {#} est un fermé 
disjoint de Aqq, donc disjoint de A n à partir d'un certain rang, ce qui est une 
contradiction. 

Soit O un ouvert incluant K. Supposons qu'il existe une suite croissante 
(rik)k et Xk G A nk \ A 0 0 \ O . Si {xk)k a une suite extraite convergente vers 
x, alors x G K \ O, car X \ O est fermé ; sinon {xk : k G N} est un fermé 
disjoint de A^ : une contradiction dans les deux cas. 

Exercice V.6. 

(a) Montrer qu’une partie K d’un espace métrique est compacte si et seule¬ 

ment si pour toute base de filtre F telle que KC\F ^ 0 pour tout F G J 7 , 
alors K fl ^ 0 * 

(b) Soit X un espace métrique compact , T une base de filtre. Montrer que 
si O est un ouvert tel que HfgJ ’^ c alors il existe F G T tel que 
clFcO. 

Solution, (a) Soit K une partie compacte de X. Supposons qu'il existe une 
base de filtre T telle que K H F ^ 0 pour tout F G J 7 , mais Knf] Fe:F clF = 
0, c'est-à-dire K C U FeJ 7 ^ \ c ^)- Puisque K est compact, d'après le 
théorème V.2.3 de Borel-Lebesgue, il existe une sous famille finie Fo de T 
telle que K C \ clF), ce Qui veut dire que K fl PIfg^o = 0 et 

comme T est une base de filtre, il existe Fo G T tel que Fo C HfgJ o ^ c 
HfgJ o ^ en cont radiction avec K fl F ^ 0 pour tout F G F. 

Si K n'est pas compact, alors d'après le théorème V.2.3 de Borel-Lebesgue, 
il existe une famille V d'ouverts telle que K c (J pev ^ ma * s -^AU PeVo ^ ^ 
0 pour toute sous-famille Fo fiuie de V. Or la famille composée de flpePo^A 
F), où Fo est une sous-famille finie de F, est une base de filtre, dont tout 
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élément intersecte K. En conséquence, 0 ^ K fl PlpeP \ P) = K D 
f)pev(X \ -P)» c’est-à-dire K C UpeP contrairement à l’hypothèse. 

(b) Sinon, clF\0 ^ 0 pour tout F G J 7 , ainsi {clF\0 : F e J 7 } est une 
base de filtre composée de fermés dans un espace compact. Il découle de (a) 
que (fWdF)\0 = fl^^(cli^O) ^ 0 > ce ^ contredit p|p e j-clF C O. 

Exercice V.7. Le graphe Gr (/) est compact si et seulement si le domaine 
est compact et f est continue . 

Solution. Si / est continue, alors le graphe 

Gr (f) = {(x y y)eXxY:y = f(x)} 

de / est fermé. Si en plus X est compact, alors f(X) est compact et Gr (/) C 
Xx/(X), donc le graphe est une partie fermée d’un espace métrique compact 
X x f(X). 

Réciproquement, si Gr (/) = {(x,y) G X x Y : y = f(x)} est compact, 
alors X = 7Tx(Gr(/)), donc X est compact car nx est continue. Puisque 
7 xx restreinte à Gr(/) est bijective, continue et son image est compacte, 
l’application réciproque : X —> Gr (/) est continue. Donc f = ny ° ^~x 
est continue en tant que la composition de deux applications continues. 

Exercice V.8. Montrer que si (X, d) est compact , / : X —> X est continue 
et si f n’a pas de point fixe, alors il existe r > 0 tel que d(x , f(x)) > r pour 
tout x. 

Solution. Sinon, pour tout n G Ni il existe x n G X tel que d(x n , f(x n )) < 
Comme X est compact, il existe une suite extraite (x n/c ) k de ( x n ) n conver¬ 
geant vers un élément x de X. Comme / est continue, lim&^oo f{x nk ) = f(x ), 
et 0 = lim^ood(a: n ,/(a: n )) = d(x,/(#)), d’après la continuité jointe de d. 
Ainsi x = f(x). 

Exercice V.9. Montrer que 

(a) C n est, à la fois , fermée et ouverte dans C (pour tout n), 

(b) C n est homéomorphe à C (pour tout n) } 

(c) {C n : n G N} est une base d’ouverts de C, 

(d) pour tout ouvert O de C, il existe A C. N tel que pour n ^ m, 

O = Gri) OÙ C n H C m = 0 . 

(e) si F est une partie fermée de C et O = C\F, alors pour tout n G A il 
existe y n € F tel que 

d(yn>C n ) = dist(F,C n ) > 0. 

Solution, (a) Pour tout n, la partie C n de C est fermée, car elle est l’intersec¬ 
tion d’un fermé de K avec C. D’autre part, C n est une partie complémentaire 
d’un nombre fini de parties fermées (de son niveau). 
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(b) Si C n est au niveau ra, alors f n : C n -* C définie par f n (x) '= 3 m (x — 
minC n ) est une bijection, donc un homéomorphisme (c’est une restriction 
d’une bijection affine d’un intervalle fermé sur [0,1]). 

(c) Si O est un ouvert, alors il existe un ouvert P de K, tel que O = PnC. 
Si xGO, alors il existe un intervalle a < x < b tels que (a, b) C P, donc il 
existe n tel que x G C n C C fl (a, b) C O. 

(d) Soit O une partie ouverte de C. Soit no le plus petit n tel que C n C O. 
Si C no = O , alors A = {no} , sinon soit ni le plus petit n tel que C n C O\C n0 , 
ce qui possible, car O \ C no est ouvert. 

Ainsi on construit par récurrence une suite (C nk ) k telle que n &+1 est le 
plus petit n tel que C n C O \ ( C no U ... U Cn k ). S’il existe A; G N tel que 
O = C no U ... U C nfc) alors A = {no,... ,nfc}, sinon (n&)j. est strictement 
croissante et O = (J&eN Cn k , alors A = {n& : k G N}. 

(e) Car F et C n sont deux fermés disjoints dans un espace compact. 


Exercice V.10. Si F est une partie fermée de C, alors F = C\ (JneA 
où C n H C m = 0 si n ^ m. Montrer que la projection ttf : C —> F, définie 
par 



x, si a; G F, 
2 / n , si a; G C n , 


est continue. 


Solution. Soit ( x p ) p une suite d’éléments de C telle que x = limp^ooXp. 
Soit il existe n G A telle que x G C ny soit x e F. Dans le premier cas, il 
existe po tel que x p G C n pour p > po> donc nc(%p) — Vn— nc(%)> car C n 
est ouvert. 

Soit a; G F, donc nc(x) = x. 

Si A est fini, alors F est ouvert, donc il existe po tel que x p G F et par 
conséquent, nc(%p) = %p pour p > pq. Ainsi nc(x) = x = Yimp^ooKcipp)- 
Si A est infini, alors il suffit de supposer que x p ^ C pour tout p. Soit 
h : N -¥ A définie par 

h(p) := n, si x p G C n . 

Il s’ensuit que 7rc(x p ) = Vh(p)- Notons que, pour tout n, l’ensemble h~ l {n) est 
fini, car sinon il existerait une suite extraite de ( x p ) p , entièrement contenue 
dans C n . Elle convergerait vers a;, donc x G C n flF, une contradiction. Donc 
limp^oodiamC/jQ,). Ainsi 

d(x, Vh(p)) ^ d(x, Xp) + d(xpi yh(p)) 

< d(x y Xp) + dist(F,C/ l ( p )) + diamC/^p) < 2d(a:,a:p) + diamC^), 

car dist(F,C/ l ( p )) < d(a?,a?p), ce qui prouve x = limp^ooircixp). 

(e) Soit (xp) p . 

(f) D’après l’exercice V.ll (d), tout espace métrique compact non vide 
X est l’image continue d’une partie fermée F de C. Selon (e), F est l’image 
continue de C. 


Exercice V.ll. Montrer que 
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(a) <p est surjective et continue, 

(b) <p n’est pas bijective, 

(c) il existe une application continue surjective de l’ensemble de Cantor sur 
le cube de Hilbert fineN [®> If 

(d) tout espace compact non-vide est l’image continue d’une partie fermée de 
l’ensemble de Cantor C, 

(e) tout espace compact non-vide est l’image continue de l’ensemble de Can¬ 
tor C. 

Solution, (a) cp : C -* [0,1] est surjective, car si y G [0,1] et y (n) désigne le 
n-ième chiffre d’une représentation binaire de y , alors x{n) := 2 y{n) donne 
le n-ième chiffre de la représentation ternaire d’un élément de C. Si {xk) k 
est une suite d’éléments de C telle que x = lim&^ooXfc, alors pour tout 
n G Ni il existe k(n) tel que x(n) = x k (n) pour tout k > k(n ), donc 
cp(x) =lim*_ >00 <p(xk)- 


1 

2 


Seulement les extrémités de tout plateau correspondent aux valeurs de ip ; 
l’intérieur est hors de l’ensemble de Cantor. 

(b) Puisque l’ensemble de Cantor est compact, si <p était bijective et 
continue, alors ip serait un homéomorphisme. Ceci n’est pas possible, car C 
admet des parties propres ou ver tes-fermées. 
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Nous pouvons également décrire explicitement les points de non injecti¬ 
vité. Soit y un élément de l’intervalle ]0,1[ ayant une représentation 


y ^— i n=l 2 ” ’ 

où est le plus grand n G Ni tel que y(n) — 0 pour n > #y. Alors 
y(#y) = 1, donc 


E # 2 /-i y(n) ^-\oo 1 

n =1 2 n ^ n =# 2/+1 2 n 


est une seconde représentation de î/, car 


1 ^—vOO 1 

2#ÿ “ 2^ n=#2/+ 1 2 ^* 


Ainsi 


Mv) •= S 


# 2 / 2y(n) 

n=i 3 n 


et xi(î/) := 


E # 2 /-i 2g/(n) 
n=l 3 n 


E OO 2 

n=# 2 / 3 ^ 


sont deux éléments distincts de C tels que (f(xo(y)) = (f(xi(y)) = y. 

(c) D’après l’exercice 11.18, il existe un homéomorphisme 'ip : C —» 
Y[ neN C n . Pour tout n G N, soit C n une copie de l’ensemble de Cantor, 
I n une copie de [0,1] et <p n : C n -» I n une copie de l’application <p de (b). 

Si 7r n désigne la projection sur la n-ième composante de produit dénom¬ 
brable, alors l’application $ : flneN^ -> EIn€N^> définie par 


»»(*(*)) : = ¥>»(*«(*)) 


pour tout n, est évidemment surjective et continue, puisque la convergence 
dans rineN^ et est simple (composante par composante). Par 

conséquent, /:=^°$est une surjection continue. 

(d) D’après le corollaire V.1.17, tout espace métrique compact est homéo- 

morphe à une partie fermée X du cube de Hilbert Alors / -1 (Jf) 

est une partie fermée de C. 

(e) Il suffit de composer / avec la projection 7Tf- i(x)- 


VI. Espaces métriques complets 

Solutions (exercices des pages 107-109) 

Exercice VI. 1. Montrer que toute partie ouverte d’un espace métrique X 
est homéomorphe à une partie fermée de X x R. 

Solution. C’est évident pour la partie vide, car elle est ouverte et fermée. 
Si O est un ouvert non vide de X, alors la distance d(-,X \ O) : O -» R 
est continue et strictement positive grâce à la proposition II.3.7. Puisque 

h(r) := - est continue sur ]0,oo[, la composition de ces deux fonctions 

1 

d(x t X\0) 


(/) 


/(*):= 
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est continue, donc d’après l’exercice 11.29 (c), O est homéomorphe à son 
graphe 

Gif) = {(*, y)-y dix, x \ O) = 1, x e o }. 

Observons que ce graphe est fermé dans X x R. Effectivement, si (x n ,y n ) G 
Gr(/) pour tout n G N et lim n _ >00 (x n , 2 / n ) = (x,î/), alors limn-x^Xn = x et 
lim n _>oo Un = y > donc, en particulier, ( y n ) n est bornée. Or 

1 

Vn ~ d( Xn ,x\oy 

ce qui entraîne l’existence de 5 > 0 tel que d(x n ,X\0) > 5 . Par conséquent, 
lim^oo d(x n , X \ O) = d(x , X \ O), ce qui montre que x G O et y = f(x). 

Exercice VI.2. Montrer que toute partie ouverte d’un espace métrique 
complet est complètement métrisable. 

Solution. D’après l’exercice VI. 1, toute partie ouverte O de X est homéo¬ 
morphe à une partie fermée f(0) de X x R. Puisque X et R sont complet, 
le produit X x R est complet pour toute métrique-produit, donc, selon la 
proposition VI. 1.5, f(0) est complet pour la restriction de cette métrique. 
Ainsi O est complètement métrisable. Bien sûr, une métrique complète de O 
ne peut pas être celle induite de Jf, si O n’est pas également fermée (voir la 
proposition VI. 1.6). 

Exercice VI.3. Soit d une métrique complète de X et soit O une partie 
(non vide) de X . Donner explicitement une métrique complète de O. 

Solution. D’après l’exercice VI. 1, l’homéomorphisme de O sur une partie 
fermée de X x R est donnée par (/). Prenons une métrique produit de X x R 
et composons la avec /. Ainsi nous obtiendrons des métriques complètes 


hoo(x,y) :=ma x(d(x,y), 


hi(x,y) := d(x,y ) + 



1 

1 h 

b 

d(x,X\0) 

d(y,X\0)\J 

î 

1 \ 2 V 

d(x,X\0) 

d(y,X\0)\ J 

1 1 _ 

1 1 


d(x, X\0) d(y,X\0) 


Exercice VI.4. Montrer que toute partie G s d’un espace métrique X est 
homéomorphe à une partie fermée de X x flneN 

Solution. Soit D un G$ de X et ( O n ) n une suite décroissante d’ouverts de 
X telle que D = HneN Alors 

fn{x) ^ d(x,X\O n ) 

définie sur D est continue pour tout n G N. Par conséquent, ip : D -> 
rineN définie par <p(x)(n) := / n (^), est continue d’après le corollaire II.4.2. 



SOLUTIONS DES EXERCICES 


309 


Selon l’exercice 11.29 (c), D est homéomorphe à Gr(<^). Montrons que Gr(<^) 
est fermé dans X x rineN R * 

Si ((x*;, <p{%k)))k es ^ une su üe d’éléments de Gr(<^) et lim^ooX^ = x et 
lim^oo (p{x k ) = y G rineN R > alors lim fc->oo fn(?k) = y(p) pour tout n G N, 
et en particulier la suite (fn(%k)) k est bornée, donc il existe fin > 0 tel que 

d(x 9 X \ O n ) = limk-ïoo d(x k) X \ O n ) > 

ce qui prouve que x G O n pour tout n G N et par conséquent x € D. Ainsi 
y(n) = / n (x) pour tout n G N, c’est-à-dire que <p(x) = y ) donc (x, y) G 
Gr(v>). 

Exercice VI.5. Montrer que tout G s d’un espace métrique complet est 
complètement métrisable. 

Solution. D’après l’exercice VI.4, tout G$ de X est homéomorphe à une 
partie fermée de X x flneN R * Cet es P ace muni d’une métrique-produit est 
complet, car X et R sont complets, donc toute partie fermée de X x üneN R 
est complète, ce qui implique que l’espace qui lui est homéomorphe est com¬ 
plètement métrisable. 

Exercice VI.6. Montrer qu’un espace métrique est complet si et seulement 
si f]p e jr cl F est un singleton pour toute base de filtre de Cauchy T. 

Solution. Si la condition est remplie, alors ^ 0 pour toute suite 

décroissante de fermés non vides (F n ) n , donc l’espace est complet conformé¬ 
ment au théorème VI. 1.12 de Cantor. 

Réciproquement si (X, d) est complet, et T est de Cauchy, c’est-à-dire 
pour tout n G Ni il existe F n G T tel que diamF n < H et F n D clF„+i 
pour tout n. D’après le théorème VI. 1.12 de Cantor, il existe x G X tel que 
P| n€N cl F n = {x}. Comme T est une base de filtre, F fl F n ^ 0 pour tout 
F G Jet tout n G N. D’autre part, pour tout e > 0 il existe n G N tel que 
F n C J3(x,£), donc J3(x,e) fl F ^ 0. Par conséquent, x E cl F pour tout 
F e F. Il s’ensuit que 

Exercice VI.7. Montrer que 

(a) toute application ouverte est presque ouverte, 

(b) il existe des applications presque ouvertes qui ne sont pas ouvertes , 

(c) l’image d’un espace métrique localement compact par une application 
continue presque ouverte est localement compacte. 

Solution, (a) Si / : X -» Y est ouverte et y G Y, alors pour tout x G f~ l {y) 
et tout V G V(x) l’ensemble intV est ouvert et x G intV, donc d’après 
l’hypothèse, /(int V) est ouvert contenant /(x) = y. Ainsi f(V) D /(int V) G 
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(b) Par exemple, X := [0,1] x [0,1],y := [0,1]. On munit Y de la 
topologie usuelle et X de la topologie, où V G V(r, r) s’il existe W G V(r) tel 
que {(M) : t G W} C V , et les points hors de la diagonale sont isolés. C’est 
une topologie métrisable^). Soit / : X -» Y la projection sur la première 
variable, c’est-à-dire /(r, s) := r pour tout (r, s) G X. Alors, pour tout r G F, 
l’ensemble f(V) G V(r), où F G V(r, r). Mais, si s ^ r, alors {(r, s)} G V(r, s) 
et /(r, s) V(r). 

(c) Soit y E Y et x G f~ l 2 {y) vérifiant la condition. Puisque X est loca¬ 
lement compact, il existe un compact K tel que K G V(x). Par conséquent, 
f(K) G V(y) et puisque / est continue, f(K) est un compact. 

Exercice VI.8. Montrer que Vimage d’un espace métrique localement com¬ 
pact par une application continue parfaite est localement compacte. 

Solution. Soit y G Y et W un voisinage ouvert de y . Alors f~ l {y) est un 
compact inclus dans la partie / -1 (W), Qui est ouverte, car / est continue. 
Puisque f~ l (y) est compact et chaque x G f _1 (y) admet un voisinage com¬ 
pact, il existe un compact K tel que 

r\y) CirAK C K C r\W). 

Donc 

X\r 1 (y)DX\intKDX\KDX\f- 1 (W)^> 
Y\{y}Df(X\intK)Df(X\K)DY\W=> 
y € F \ f(X \ int/f) C F \ f(X \ K) C W. 

Or, f(X \ int K) est un fermé, car / est fermée, donc Y \ /( X \ int K) 
est un ouvert. D’autre part, Y \ f(X \ K) C f(K). Effectivement, si z £ 
f(K) ) de façon équivalente, f~ l \z) fi K = 0, alors f~ l (z) C X \ K, donc 
z G /(/ _1 (^)) C f(X \ K) et, par conséquent, z £Y \ f(X \ K). Or f(K) 
est compact, car / est continue. Ainsi f(K) est un voisinage compact inclus 
dans W. 

Exercice VI.9. Soit f : R -» M une fonction indéfiniment dérivable telle 
que pour tout x G R il existe n G R tel que f^ n \x) = 0. Alors 

(a) il existe un intervalle ouvert I tel que f\j est polynomiale , 

(b) pour tout intervalle ouvert J, il existe un intervalle ouvert I C J tel que 
f\j est polynomiale, 

(c) / est polynomiale^. 

Solution, (a) Si F n := {x G R : f^ n \x) = 0} , alors selon l’hypothèse R C 
UneN Fn- Puisque F n est fermé pour tout n G N, d’après le corollaire VI.4.2 

1. Posons d((ro,so) » (n,$i)) := |ro - $o| s * r o = ri et so = si et d((ro,so) > (ri,si)) : = 
Kl-si (de Kronecker) autrement. 

2. H. D. Brunk, R. P. Boas, Advanced Problems and Solutions : Solutions : 4813. 
Amer. Math. Monthly 66 (1959), no. 7, 599. 
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de Baire, il existe n E N tel que I := intF n 0 . En intégrant n fois sur 

I la fonction f^ n \ on obtient une fonction polynomiale avec n coefficients 
paramètres égale à / sur I pour un choix de ces paramètres. 

(b) Puisque tout intervalle non vide J est complètement métrisable, on 
adapte le raisonnement de (a) à ce cas. 

(c) Selon (b), il existe une famille I d’intervalles ouverts telle que U /€I J 
est dense et f\j est polynomiale pour tout I EX. Les composantes connexes 
de \Jj e jI forment une famille (dénombrable) Jo d’intervalles ouverts dis¬ 
joints. Puisque deux fonctions polynomiales coïncidant sur un intervalle non 
vide sont identiques, f\j est polynomiale pour tout J E Jo • Soit J la famille 
d’intervalles disjoints telle que f\j est polynomiale pour tout J E Jo . En 
particulier, Jo C J. 

L’ensemble complémentaire H est fermé, donc complètement métrisable. 

II s’avère que H n’a pas de points isolés. Effectivement, si x E H est isolé, 
alors il existe a < x < b tel que ]a,x[ et ]x, 6 [ appartiennent à J. Puisque / 
est polynomiale sur ]a,x[ et ]x, 6 [, il existe n G N tel que f^ n \x) = 0 pour 
tout x G]a, 6 [, alors / est polynomiale sur ]a, b[ et par conséquent x £ H. 

En vertu du corollaire VI.4 .2 de Baire il existe un intervalle ouvert I tel 
que / est polynomiale sur l’ensemble non vide H fl I. Puisque \Jj e j J est 
dense, I fi \Jj e j J i 1 0> donc il existe J E J tel que I fi J ^ 0 . Ainsi J U J 
est une partie d’un élément de J. Une contradiction montrant que H = 0 . 
Ainsi (J Je j J = R, ce qui veut dire que R E J. 

Exercice VI.10. Notons Cl(f) := {x E X : a;(/, x) = 0}. Montrer que 

(a) si f est continue en x, alors x E 

(b) si f est continue et (Y^g) est complet , alors il existe 
F : fî(/) -» Y continue et telle que F(x) = f(x) pour tout x E A, 

(c) si f est uniformément continue, alors fî(/) = X, 

(d) si f est uniformément continue et (Y, g) est complet, alors f peut être 
prolongée à une application uniformément continue de X dans Y. 

Solution, (a) Si / est continue en x, alors pour tout e > 0, il existe V E V(x) 
tel que f(VdD) C B (f(x),e ), donc diamf(Vf)D) < 2e. Ainsi a;(/,x) = 0. 

(b) Si x E fî(/), alors % := {f(V D D) : V E V(x)} est une base de Cau¬ 
chy dans l’espace complet (Y, < 7 ), donc il existe F(x) E Y tel que {^(x)} = 
fl hen c ^H- Si x E D, alors f(x) E f(V fi D) pour tout V E V(x) et, par 
conséquent, f{x) = F(x). Si e > 0 , alors il existe un voisinage ouvert V de 
x tel que cl f(V f) D) C B (F(x) i e). Or, V E V(î;) pour tout v E V, donc 
F(v) E cl f(V fi D) C B ( F(x) ) e) i ce qui prouve la continuité de F. 

(c) et (d) Soit e > 0 et x E X. Alors il existe S > 0 tel que f(B ( w , 5) fi 
D) C B(f(w),e) pour tout w E D. Puisque D est dense, il existe w E 
B (x i 5)f)D. Comme V := B(w,5) E V(x), on a diamf(Vf)D) < 2e, ce qui 
montre que cj(/,x) = 0 . 

Exercice VI.ll. Notons Cl r (f) := {x E X : c o(f,x) < r}. Montrer que 
(a) cj(/, x) = 0 si et seulement si f est continue en x, 
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(c) il n’existe pas de fonction continue f : R —> R telle que Cl(f) = Q, 

(d) tout nombre rationnel non nul admet une unique représentation où 
p, q sont premiers entre eux. Si | est une telle représentation de x, alors 
on note / tp(x) = (p, q), 



0, si x g Q 
si *l>(x) = (p,g), 


(e) Ü(h)= R\Q. 


Solution, (a) D’après la définition, a;(/, x) = 0 si et seulement si pour tout 
r > 0 il existe V G V(x) tel que diam/(V r ) < r, en particulier f(V) C 
J3(x,r), car x G V, donc / est continue en x. Réciproquement, si / est 
continue en x, alors pour tout r > 0 il existe V G V(x) tel que f(V) C 
i?(x,r), donc diam f(V) < 2r. 

(b) Il suffit de montrer que {x G X : u;(/, x) < r} est ouvert. Si a;(/, x) < 
r, alors il existe un voisinage ouvert O de X tel que diam f(0) < r. Il s’ensuit 
que O C {x G X : u;(/, x) < r} . 

(c) Puisque Q n’est pas complètement métrisable, il n’est pas G$ d’après 
l’exercice VI.5. 

(d) Si x G Q, alors h(x) > 0 et ]x — Æ,x + 5[\Q ^ 0 pour tout 5 > 0, 
d’où diam^Qx — S,x + S[) > /i(x), donc a;(/i,x) > h(x). Si x ^ Q et r > 0 
alors il existe 5 > 0 tel que sup h(]x — 5, x + 5[) < r. Sinon, il existerait r > 0 
et une suite ( x n ) telle que lim^oo x n = x et h(x n ) > r, c’est-à-dire X- > r 
et / ip(x n ) = (p n , g n ). Ainsi 

l_ _ i _ Pn Pk _ \PnQk ~ PkQn\ ^ J2 |_ „ _ „ i 

|X n — — — r . \PnQk PkQn \ • 

Qn Qk QnQk 

Puisque (x n ) n est de Cauchy, il existe no tel que \p n qk ~PkQn\ < \ pour 
n, k > no, donc \p n Qk ~ PkQn\ = 0, donc (x n ) n est stationnaire. Alors x G Q, 
contrairement à l’hypothèse. 

Exercice VI. 12. Soit (X,d) un espace complet et ( f n ) n une suite d’appli¬ 
cations continues de X dans Y et foo(x) := lim^oo/ n (x). Soit 

Er(f>9) :={xeX : d(f(x),g(x)) < r }. 

Montrer que, pour tout r > 0, 

(a) l’ensemble E r (f n ) := f| m >n E r(fnJm) est fermé, 

(b) \J neN E r {fn)=X t 

(c) E r (f n ) C E r (f n , /oo)> 

(d) il existe xo G X et e > 0 tels que B(xo,e) C .E?r(/n>/oo)> 

(e) il existe 0 < rj < e tel que diam/oo(S(xo,p)) < 3r, donc J3(xo,p) C 

^3r(/oo)> 

(f) il existe un ouvert dense W r de X tel que W r C fî r (/oo), 
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(g) n(/oo) est dense. 

Solution, (a) Puisque la métrique est continue jointement et / n , f m sont 
continues, E r (f ny f m ) est l’image réciproque d’une partie fermée par une 
fonction continue, donc est fermée. Toute intersection de fermés est fermée. 

(b) Pour tout x e X la, suite ( fn(%)) n est convergente, donc de Cauchy. 
Ainsi pour tout r > 0 il existe n G N tel que d(f m (x) y / n (x)) < t pour tout 
m > n, c’est-à-dire x G E r (f n , f m ) pour m> n. 

(c) Si x G E r (f n ) y alors d(f m (x) i f n (x)) < r pour tout m > n, donc 
d(foo(x),fn(x)) = lim m _>oo d(f m (x)/fn(x)) < r, c’est-à-dire x G £ r (/n,/<x>). 

(d) En vertu du corollaire VI.4.2 et du théorème VI.4.1 de Baire, (b) 
implique l’existence de n tel que int E r (f n ) ^ 0 et comme une conséquence 
de (c), int JSV(/ n ,/oo) ^ 0 - 

(e) Puisque f n est continue, il existe rj tel que 0 < rj < e ) pour lequel 
diam/ n (J5(xo,?7)) ^ r. Si x, U) G 77 ), alois x, U) G (/w, foo )> ^ est—a— 
dire d (foo(x), f n (x)) < r et d(/ooW,/nH) < r donc 

d (foo(x), foo(w)) 

^ d (foo(x), fn( x )) "H d (fn( x )y fn(w)) H - d (/n(^)> /oo(^)) < 3r. 

(f) Puisque u>(f\o >#) = <*>(/> #) si O est une partie ouverte de X et 
x G O, on déduit de (e) que mtd r (f 00 \q) ^ 0 pour tout r > 0 et tout 
ouvert O, car O est complètement métrisable. 

(g) Cl(foo) = flneNi fti(/oo) 3 flneNi w ± est dense ê râce au théorème 
VI.4.1 de Baire. 

Exercice VI. 13. Montrer que la topologie de Niemytzki 

(a) est de caractère dénombrable, 

(b) est régulière, 

(c) n’est pas normale. 

Solution. Observons d’abord que toute partie A de Rx{0} = {(r, 0) : r G R} 
est fermée, car si (s, t) ^ A et t > 0, alors B ((s, t ), t)C\A = 0 et si ( 5 ,0) ^ A, 
alors {(s, 0)} U {(r, t) : r G R, t > 0} est ouvert et disjoint de A. 

(a) Évident. 

(b) Si (s, t) et t > 0 et t > 2e > 0, alors B ((s, t ), 2e) D cl B ((s, t ), e) = 
B- ((s, t) ,e), et si s G R et e > 0, alors {(s, 0)} U D(s y 2e) D {(5,0)} U 
cl D (s, e). 

(c) Les parties P := {(r, 0) : r ^ P} et Q := {(r, 0) : r G Q} sont fermées 
disjointes. Supposons que Op,Oq sont deux ouverts tels que P C Op et 
Q C Oq. Alors pour tout r G P il existe e(r) > 0 tel que D(r y e) C Op. Par 
conséquent, P = UneN A n, où A n := {r € P : e(r) < £}. 

Puisque l’espace P (des nombres irrationnels avec la métrique usuelle) est 
complètement métrisable, et a fortiori P = IJneN d’après le corollaire 

VI.4.2 de Baire, il existe n G Ni, r G P et 5 > 0 tels que Pfl J3(r, 5) C clp A n . 
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Par conséquent, 

®'< r > X « : 0 < < < J) c U r6 * A „ c Or- 

Si q G J3(r, 5) fiQ, alors il existe e > 0 tel que D(q , e) C Oq et comme D(q, e) 
intersecte J3(r, Æ)x{£:0<£<^}, nous avons obtenu une contradiction. 

Exercice VI. 14. Montrer que si X est l’espace de Sorgenfrey, alors X x X 
n’est pas normal 

Solution. La diagonale A := {(x, — x) : x G X} est fermée dans X x X , car 
[x, r[x [y, r[fiA = 0 si 3r < \x + y\ pour tout (x, y) tel que y ^ —x. Puisque 
[x,x + 5[x [—x, —x + 5[flA = {(x, —x)} pour tout 5 > 0, la topologie du 
sous-espace A est discrète, donc {(x, —x) : x G A} est fermé dans X x X 
pour toute partie A de X. 

En particulier, Fq := {(x, —x) : x G Q} et F\ := {(x, —x) : x G R \ Q} 
sont fermés. Si O est un ouvert tel que F\ C O, alors pour tout x G R \ Q il 
existe S(x) > 0 tel que [x,x + 5(x)[x[—x, —x + 5(x)[c O. 

Si A n := {x G R \ Q : 5(x) > pour n G Ni, alors 

M \ Q= U n6Nl An = U neNl c1r w An> 

où c1r\q désigne la fermeture dans l’espace R \ Q des nombres irrationnels 
avec la topologie induite de R. Puisque R \ Q est complètement métrisable, 
en vertu du corollaire VIA2, il existe n tel que in%\Q c1^\q A n ^ 0. 

Si a <b sont tels que ]a, b[ C cl^ F ni alors ]x, x + ^[x] — x, — x + C O 
pour tout x G]a, 6[, en particulier pour x G Qfl]a, b[. Donc si x G Qfi]a, 6[, 
alors tout voisinage de (x, —x) intersecte O. 

VII. Espaces métriques connexes et disconnexes 
Solutions (exercices des pages 127-131) 

Exercice VII.1. Montrer que 

(a) tout espace métrique connexe est bien enchaîné , 

(b) tout espace métrique compact bien enchaîné est connexe, 

(c) il existe un espace métrique bien enchaîné qui ne soit pas connexe. 

Solution, (a) Soit ( X , d) connexe et v G X . Pour e > 0, soit J £ (v) l’ensemble 
de tous les points de X joignables de v par une e-chaîne. 

Notons que J £ {v) est ouvert. Effectivement, si x G J £ (v ), alors il existe 
une suite v = xo, xi,..., x n = x telle que d(xfc, Xfc+i) < e pour tout 0 < k < 
n. Alors B(x ,e) C J £ (v ), car si w G B(x ,e), alors {v,x \,... ,x n ,w} est une 
6> chaîne. 

Mais J £ {v) est également fermé. Effectivement, soit (w m ) m une suite 
d’éléments de J £ (v) telle que lin^-^oo^m = w. Alors il existe m tel que 
d(w m , w) < e. Puisque w m est joignable de v par une e-chaîne, w en est aussi. 
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Comme X est connexe, et J £ (v) est un ouvert-fermé non vide, J £ {v) = X , 
donc fïe>o = X (pour tout v G X) c’est-à-dire X est bien enchaîné. 

(b) Supposons que X est compact, bien enchaîné, mais pas connexe. 
Alors il existe deux fermés disjoints non vides Xo,Xi tels que XoU X\ —X. 
Alors, d’après l’exercice V.l, la distance 

d(X q,Xi) := inf {d(xo,xi) : xq G Xq,x\ G X \} > 0. 

Donc si e > 0 est plus petit que cette distance, alors il n’existe pas de e-chaîne 
joignant un élément de Xo avec un élément de X\. 

(c) Par exemple, R \ {0} , Q et R \ Q sont bien enchaînés non connexes. 

Exercice VII.2. Montrer que 

(a) toute partie convexe d’un espace euclidien est connexe, 

(b) toute partie connexe de R est convexe, c’est-à-dire un intervalle. 

Solution, (a) D’après la définition, tout convexe est connexe par arcs, donc 
connexe. 

(b) Rappelons que dans un espace vectoriel, pour tout s G R, on définit 
x s := (1 - s)x 0 + sx i. 

Ainsi si xq^ x\, la droite passant par xo et x\ est donnée par {x s : s G R}. Si 
une partie A de R n’est pas convexe, alors il existe xo, x\ G A et 0 < r < 1 tel 
que x r fi A , c’est-à-dire A n’est pas un intervalle. Les ensembles {x s : s < r} 
et {x s : s > r} sont séparés, non vides (le premier contient xq et le second 
x\) et A C {x s : s < r} U {x s : s > r} . Selon la proposition VII. 1.12, A n’est 
pas connexe. 

D’autre part, tout intervalle non vide I est de la forme I = (JneN ( a n> M > 
où ( a n ) n est une suite décroissante et ( b n ) n est une suite croissante et par 
conséquent, I est convexe. 

Exercice VII.3. Soit f : [0,1] -» [0,1] une application continue. Montrer 
qu’il existe Xqo tel que f(x Q o) = Xqq. 

Solution. Soit h(x) := f(x) — x. Alors fo(0) > 0 et h( 1) < 1. Comme 
[0,1] est connexe, d’après le théorème VII. 1.10, il existe x<x> ^ [0> 1] Q ue 
h (xoo) = 0, donc f(x 0 o) = Xqo- 

Exercice VII.4. Soit {A n : n G N} parties connexes d’un espace métrique 
X et A n D A n +1 pour tout n. Soit 

A °° : = 

Montrer que 

(a) si A n est compact pour tout n, alors A 0Q est connexe, 

(b) si A n est fermé pour tout n et A 0Q ^ 0, alors Aqq n’est pas forcément 
connexe. Donner un exemple. 

Solution, (a) Puisque Ao est compact, on peut se restreindre à un sous- 
espace compact de X. Supposons que Aqq n’est pas connexe. Comme il est 
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compact, donc fermé, alors il existe deux parties fermées, non vides et dis¬ 
jointes M et N telles que A 00 = M U N. 

Alors il existe deux parties ouvertes disjointes O et P de X telles que 
O fl A 0 o = M et P fl A 0 o = N. Bien entendu, O et P sont séparées. Alors 
M n := A n \P et N n := A n \0 sont compacts non vides, fine N Mn — M et 
flneN N n = N. Selon l’exercice V.4, il existe n tel que A n c O U P, M n C O 
et N n C P, donc A n = M n U N n , c’est-à-dire A n est l’union de deux parties 
séparées non vides. 

(b) Soit M := {(x,y) : x > 0,yx = 1}, N := {(x,y) : 2 / = 0}. La partie 
A n := MUJVU{(x, y) : x = n} est connexe pour tout n, mais leur intersection 
est MllJV, donc disconnexe. 

Exercice VII.5. Composantes et quasi-composantes. 

(a) Quelles sont les composantes de X := {0} u{^ : n G Ni} ? 

(b) Est-ce que toute composante est ouverte ? 

(c) Si n G Ni et {Co, Ci,..., C n } est une famille de connexes, fermés, non 
vides, disjoints et X = Cq U Ci U ... U C n , alors Co, Ci,..., C n sont les 
composantes de X. 

(d) Si la famille de fermés, connexes, non vides n’est pas finie, alors la 
conclusion ci-dessus n’est plus valable. 

(e) Si est la composante de x et est la quasi-composante de x , 
alors C<*> C Q( x l 


Solution, (a) Les singletons. 

(b) Non. Par exemple, {0} de (a) n’est pas ouvert. 

(c) Conséquence immédiate de la définition. 

(d) Considérer la famille {{x} x R : x G R} de R 2 . 

(e) S’il y avait w G \ Q^ x \ alors il existerait un ouvert-fermé Q tel 
que w ^ Q et x G Q. Ainsi Q fi et \ Q seraient deux ouverts-fermés 
non vides et disjoints de en contradiction avec la connexité de C^ x \ 

Exercice VII.6. Montrer que 

(a) tout espace métrique discret est localement connexe, 

(b) X est localement connexe si et seulement si les composantes de chaque 
partie ouverte de X sont ouvertes dans X , 

(c) l’image continue d’un espace localement connexe n’est pas forcément 
localement connexe, 

(d) l’image d’un espace localement connexe par une application quotient est 
localement connexe, 

(e) il existe un espace connexe qui n’est pas localement connexe. 

Solution, (a) Tout élément x admet un voisinage {x} qui est connexe. 

(b) Soit X localement connexe, O une partie ouverte de X et C une 
composante de O. Si x G C, alors, suivant la définition, il existe un voisinage 
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connexe V de x tel que V C O. Par conséquent, V C <7, ce qui montre que 
C est ouvert. 

Si la condition est vérifiée et O est un voisinage ouvert de x, alors la 
composante C de x dans O est un ouvert connexe inclut dans O, c’est-à-dire 
l’espace est localement connexe. 

(c) L’ensemble {0}u{^ : n G Ni} avec la topologie discrète est localement 
connexe, mais n’est pas localement connexe pour la topologie héritée de la 
droite réelle. L’identité est continue de la topologie discrète vers la topologie 
usuelle. 

(d) Soit / : X —» Y une application quotient et X un espace localement 
connexe. Soit O un ouvert de Y et C sa composante. Puisque / est une appli¬ 
cation quotient, afin de prouver que C est un ouvert, il suffit de montrer que 
f~ l ( C ) est ouverte. Soit x G f~~ l ( C ) C f~~ l (O ). Comme X est localement 
connexe, il existe un voisinage connexe V de x tel que V C f~ l (O ). Comme 
/ est continue, / ( V ) est connexe et /(x) G / (V) C O et /(x) G C. Ainsi 
/ ( V) C C et par conséquent, V C f~ l (C ). Nous avons montré que f~~ l ( C) 
est ouvert. 

(e) Dans M 2 on définit S comme l’union des intervalles [(0,0), (^, 1)] et de 
[(0,0), (0,1)]. Chaque intervalle est connexe et (0,0) est l’élément commun 
de tous ces intervalles. Ainsi S est connexe. Si 0 < r < 1 et V est un 
voisinage fermé de (0, r) de diamètre inférieur à r, alors il existe no tel que 
V fl [(0,0), (~, 1)] et V H [(0,0), (0,1)] sont des composantes de V pour 
n > no- Ceci montre que S n’est pas localement connexe. 

Exercice VII. 7. Montrer que 

(a) un espace localement connexe par arcs est localement connexe, 

(b) si un espace métrique (X, d) est compact et localement connexe par arcs, 
alors pour tout e > 0 il existe S > 0 tel que si d(w> x) < 5, alors il existe 
un arc de diamètre inférieur à e joignant w et x. 

Solution, (a) Soit X localement connexe par arcs x G X et e > 0. Alors il 
existe S > 0 tel que si v,w G B(x,5), donc il existe un arc L VjW joignant v 
avec w et diam L VyW < e. Donc V := (J {L XyW : w G B(x, S)} est connexe et 
B(x, ô) C V C B(x,e). 

(b) Sinon, il existe e > 0 tel que pour tout n G Ni il existe w n , x n G X tels 
que d(w n ,x n ) < ^ mais tout arc les joignant est de diamètre supérieur à e. 
Puisque X est compact, il existe une suite strictement croissante (n^) fc telle 
que Xqo := lim*-*» w njc = lim^oo x n/b . D’après l’hypothèse, il existe ô > 0 
tel que tout couple d’éléments de B {xqq^S) est joignable par un arc et de 
diamètre inférieur à e. D’autre part, il existe k tel que w nk ^x nk G B (xqo, £)> 
une contradiction. 

Exercice VII.8. Montrer que 

(a) (Théorème de Hahn-Mazurkiewicz) tout espace métrique compact, connexe 
et localement connexe par arcs est Vimage continue de [0,1], 
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(b) le cube de Hilbert est Vimage continue de [0,1], 

(c) (courbe de Peano) [0, l] 2 est Vimage continue de [0,1]. 

Solution, (a) Comme X est un espace métrique compact, alors d’après le 
théorème V.1.19, il existe une application continue / de l’ensemble de Cantor 
C sur X. L’ensemble [0,1] \ C est l’union d’une suite d’intervalles ouverts 
]a n ,6 n [. Alors lim n _>oo \f(b n ) - f(a n )\ = 0, car lim n _>oo(& n - a n ) = 0 et 
/ est uniformément continue. D’après l’exercice VII.7, il existe une suite 
d’applications continues f n : [a n ,6 n X telles que / n (a n ) = /(a n ) et 
fn ( b n ) = / ( b n ) avec lim n _>oo diam/ n ([a n , b n \) = 0. La fonction F(x) := /(#) 
si x G C et f(x) := / n (x) si a n < x < b n > est continue et prolonge / sur 
[0,1]. 

(b) Le cube de Hilbert est compact et connexe en tant que produit d’es¬ 
paces métriques compacts connexes. 

Si f,g e IlnGN [°> !] » alors ^(*) : = (1 - t) f + tg pour t G [0,1] définit 
un arc dans le cube de Hilbert joignant / et g. Pour tout / G fine N [0> 1]» 
l’ensemble 

Vhe (/) := {9 ■ n € F =► | 5 (n) - f(n)\ < e} 
est évidemment connexe par arcs. Puisque {Vp >e (/) : cardF < oo,6: > 0} 
forment une base des voisinages de /, la proposition est une conséquence 
de (a). 

(c) Une conséquence immédiate du théorème VII.8 de Hahn-Mazurkiewicz. 
Esquissons une démonstration directe (semblable à celle de Hilbert). 

Divisons [0, l] 2 en 4 n carrés égaux Q ™où 1 < j, k < 2 n pour n G Ni. On 
ordonne Qo o,Qo i,Q\ i,Q{ o et s °ü h : [0» 1] [0» l] 2 affine par morceaux 

telle que /i(0, £) C Qo,o>h(\> 5 ) c Qo,i>h(h> 3 ) c Q\,i et /i(|» !) C Q} (0 . 
Par récurrence, on divise chaque carré Q^ k en quatre carrés, et tout intervalle 
correspondant en quatre intervalles, et on définit / n , affine par morceaux, 
comme avant. 

Ainsi, f n ([0,1]) fl Q™ k j=- 0 pour n > m et la suite (f n ) n est de Cauchy 

pour la convergence uniforme. Par conséquent, la limite /oo : [0,1] —> [0, l] 2 
est continue et /oo([0> 1]) est dense, mais également fermée en tant qu’imagé 
continue d’un compact. 

Construction originale de Peano [27] : Peano utilisa la représentation 
ternaire de t = 0, a\ü 2 ... de [0,1] pour définir les représentations ternaires 
des coordonnées (x(t), y(t)) de f(t) G [0, l] 2 . 

x(t) = 0, & 1 & 2 ... et y(t) = 0, C 1 C 2 ..., 

Il se servit de l’involution fc : {0,1,2} -* {0,1,2} par 

fc (0) = 2, fc (1) = 1, fc (2) = 0. 

Ainsi k n (a) = a si n est pair et k n (a) = fc (a) si n est impair. L’application 
/ : [0,1] -* [0, l] 2 est définie par 

bn = fc a 2+a 4 +-+02»-2 et C n = feai+fla+’-H-ûa»-! (a 2n ) . 
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Les trois approximations successives de la courbe originelle de Peano. 


Dans l’illustration les sommets des trois interpolations suivantes de / 
sont données 

0, cl\Q/2 1 , 0, aia2û3û4l, 0, aiü2a^a4a^aQl 
pour ai, a 2 , a 3 , û 4 , as, üq G {0,1,2} , où 1 désigne 1 périodique. 

Exercice VII.9. Trouver un sous-espace connexe de M 2 qui est Vunion 
dénombrable disjointe de fermés connexes. 

Solution. 1. Soit^ 3 ) 

L n •■= { (x, ± - nx) : x > 0} , M„ := { (x, - nx) : x < 0} . 

Alors S := UneNi(^ u Af n ) est connexe car, pour tout n, 

M n n c KUfc GNl ^k) 7^ 0 et L n n ^(UjbgN!^ 0 * 



Un connexe qui est l’union dénombrable disjointe de fermés connexes. 
Solution. 2. Pour n G Ni, 

A» '■= {(a?, î/) : x 2 + y 2 = n 2 } et L n := {(a;, ±) : x > 0} . 


3. Communiquée par mes étudiants Yohan Fleuriot et Louis Singrelin (3 janvier 2012). 
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Soit 6 n et x n tels que D n fl L n = {(x n ,^)} et <p(x n ,^) = (n,0 n ), où 
ip : R 2 \ {(0,0)} est le changement en variables polaires. Définissons Fo := 
{(0,0)} et 

F n := {(#, £) : 0 < x < x n } U {(n, 0) : 0 n < 9 < 2n} . 

Alors F n est fermé et connexe pour tout n G N et si n ^=- k alors F n flFfc = 
0. L’ensemble X := \J ne ^F n est connexe, car si 0 ^ A c N est tel que 
N \ A ^ 0, alors 

(cil I F n n[l F n ) U (I J F n ndll F n )^0. 

V w n eN\A n w neA nJ K ^neN\A n ^neA n) ^ 

Exercice VII. 10. Montrer que 

(a) on peut décomposer R 2 en une famille de fermés disjoints, chacun étant 
de cardinalité c, 

(b) on ne peut pas représenter R = UneN [ a n> °ù a n < &n> où a n < b n et 
K, M H [a m , b m ] = 0 si m, 

(c) on ne peut pas représenter R 2 = UneN Dm °ù t° us ^ es D n sont des 
disques fermés non vides et disjoints deux à deux. 

Solution, (a) Par exemple, {{x} x R : x G R} est une telle famille. 

(b) Soit ni le plus petit nombre naturel tel que bo < a ni , c’est-à-dire 
[a ni , b ni ] est le premier intervalle de la suite ([a n , b n ]) n qui se trouve à droite 
de [ao,&o]- Bien entendu, il existe le plus U 2 tel que bo < a n2 < b n2 < a ni , 

—i - h - i ->-<- h — 

a o b o % bn 2 a n 1 b ni 

c’est-à-dire [a n2 ,b n2 ] est le premier intervalle qui est situé entre [ao,&o] et 
[a ni , b ni \. Ainsi de suite. Si nous avons trouvé ni,n 2 ,...,n^ (avec k pair) 
tels que 

bo ^ o ni < b ni < ... < b nk < ... < a nk _ 1 < a n2 < b U2 < a ni , 

alors il existe le plus petit njt+i tel que b nk < a nk+1 < b nk+1 < a nfc _ 1 . On 
observe que IJn^o 1 [ a m M est disjoint de [a nA;+1 , & nfe+1 ] • Donc il existe r G R 
tel que lim p _>oo b n2p < r < lim^oo a n2p+1 and r g |J£Lo [ a m b n \ = K, ce qui 
est une contradiction. 

(c) S’il y avait une telle représentation, alors il suffisait de considérer 
UneN D n fl L, où L est une droite telle que card {n : L fl D n ^ 0} > 1 afin 
de contredire (b). 

Exercice VII. 11. Montrer que si X est connexe, x est un point de coupure 
de X et A, B sont ouverts disjoints non vides tels que X \ {x} = A U F, 
A U {x} et B U {x} sont connexes. 

Solution. Si A U {x} n’est pas connexe, alors comme B est ouvert, A U 
{x} est fermé, alors il existe deux fermés disjoints non vides Fq,Fi tels que 
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Fo U Fl = A U {x} soit disjoint de B. Mais B U {x} est aussi fermé, et 
Fo U Fi U B U {x} = X. Or, x G Fo U Fi, par exemple, x G Fl. Donc Fo et 
Fi U F U {x} sont deux fermés disjoints non vides, dont l’union est X, une 
contradiction. 

Exercice VII. 12. Montrer qu’un espace métrique X est connexe et compact 
et le nombre de ses points de non coupure est deux si et seulement si X est 
homéomorphe à l’intervalle [0,1]. 

Solution. Soit c, d les deux points de non coupure de X. En conséquence, 
pour tout x G X\{c, d} , il existe deux ouverts disjoints C(x) et D{x) tels que 
c G C(x), d G D(x) et X \ {x} = C(x) U D(x). Si x, w G X et C(x) C D(w), 
alors on écrit c < x < w < d. 

La relation < est évidemment un ordre qui s’avère total, car si w i=- x, 
alors w G C(x), donc si w = c, alors w < x, sinon C(w) C C(x). Effective¬ 
ment, C(x) U {x} \ {u;} est disconnexe. 

Sinon 

X \ {w} = (Ç(x) U {x} \ {u;}) U (D(x) U {x}) 

serait connexe, en tant qu’union de deux connexes ayant un point commun, 
contrairement à l’hypothèse que w est un point de coupure de X. Donc il 
existe deux ouverts connexes disjoints Oo et 0\ telle que C(x) U {x} \ {u;} = 
Oq U Oi, ce qui veut dire que 

X \ {w} = Oo U 0\ U (D(x) U {x}). 

Comme x G OoUOi, par exemple x G Oi, alors OiU(D(x)U{x}) est connexe 
contenant d, ainsi D(w) = 0\ U (D(x) U {x}) et C(w) = Oo- 

Comme X est compact et métrisable, il est séparable, donc un ensemble 
dénombrable dense Q de X ne contenant ni c ni d, et muni d’ordre total 
est dense (en soi) et non borné, donc homéomorphe à{xGQ:0<x<l} 
d’après l’exercice III.27. 

Soit 

/ : Q -> {x G Q : 0 < x < 1} C [0,1] 

un homéomorphisme. Si Fo, Fl sont deux fermés disjoints de [0,1], alors il 
existe deux fermés disjoints Hq^H\ qui sont des unions finies d’intervalles 
fermés, et tels que Fo C Hq^F\ C H\. Il suffit donc de considérer deux 
intervalles fermés Hç^Hi tels qu’il existe <7o>#i € Q pour lesquels ho < 
Qo < Qi < h\ pour tout ho G Ho et hi G H\. Donc si xo G cl/ -1 (iïo) et 
xi G cl/ -1 (iîi), alors xo < / -1 (#o) < î) < #i- En vertu du théorème 
VII.3.1, il existe une application continue / : X —> [0,1] telle que /(x) = /(x) 
pour tout x G Q- Comme / est bijective et [0,1] est compact (séparé), donc 
/ est un homéomorphisme. 

Exercice VII. 13. Montrer que 

(a) tout espace connexe par arcs est connexe , 

(b) la partie A := {(r, s) : r > 0, s = sin(£)} de M est connexe par arcs, 
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(c) A U {(0,0)} est connexe, 

(d) A U {(0,0)} n’est pas connexe par arcs. 

Solution, (a) Si X est connexe par arcs, mais n’est pas connexe, c’est-à-dire 
il existe deux fermés, disjoints, non vides Fo, F\ tels que FoUFi = X, alors il 
existe xo G Fo et x\ G F\ et, d’après la proposition VII.1.21, une application 
continue / : [0,1] —> X telle que /(0) = xo et /( 1) = x\. Donc [0,1] est 
décomposé en deux fermés, disjoints, non vides / _1 (Fo) et / _1 (Fi), ce qui 
n’est pas possible, car [0,1] est connexe. 

(b) A est l’image de ]0,oo[ par ip(r) := (r, sin(£)), qui est continue et 
injective. Si ro,ri G ]0,oo[, par exemple, ro < ri, alors y>([ro,ri]) est un arc. 

(c) Puisque A C A U {(0,0)} C cl A — A U ({0} x [—1,1]), selon la 
proposition VII.1.17, A U {(0,0)} est connexe. 

(d) S’il y avait un arc / : [0,1] —> A U {(0,0)} telle que /(0) = (0,0), 
alors il existerait t > 0 tel que /([0, t]) C {(r, s) : |s| < ^} fl A, ce qui n’est 
pas possible, car les composantes de /(0) et f(t ) dans {(r, s) : |s| < \} fl A 
sont disjointes. 

Exercice VII. 14. En utilisant des arguments liés à la connexité, montrer 
que 

(a) R 2 et R ne sont pas homéomorphes, 

(b) [—1,1] et {z G R 2 : \z\ = l} ne sont pas homéomorphes, 

(c) [—1,1] et R ne sont pas homéomorphes. 

Solution, (a) Si / : R —> R 2 était un homéomorphisme, alors l’espace dis¬ 
connexe R \ {0} serait homéomorphe à R 2 \ {/(0)} qui est connexe. 

(b) [—1,1] privé de {1} est connexe, mais {z G R 2 : \z\ = l} privé d’un 
point ne l’est pas. 

(c) Si g : [—1,1] —y R était un homéomorphisme, alors l’espace connexe 
[—1,1[ serait homéomorphe à R \ {#(1)} qui n’est pas connexe. 

Exercice VII. 15. Montrer que 

(a) R est connexe par arcs, 

(b) R n est connexe par arcs pour tout n G N, 

(c) R n \ {a} est connexe par arcs pour tout a G R n si n > 1. 

Solution, (a) Pour tous ro < r*i, l’intervalle [ro, r{[ est homéomorphe à [0,1], 
c’est-à-dire un arc. 

(b) Si xo,xi sont deux éléments distincts de R n , alors 

[xo, xi\ := {(1 - a)xo + ax\ : a G [0,1]} 
est un arc joignant xo et x\. 

(c) Si xo,xi sont deux éléments distincts de R n \ {a}, alors a £ [xo,xi] 
ou bien a £ [xo,x] U [x,x\] pour tout x £ [xo,xi]. Or [xo,x] U [x, x\] est un 
arc dans R n \ {a} joignant xq et x\. 
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Exercice VII. 16. Montrer que si n> 1 et A est dénombrable, alors R n \A 
est connexe par arcs. 

Solution. Soit p, q G W 1 avec n > 1 et L une droite telle que p,q £ L. 
Alors pour tout r G L, l’ensemble [p, r\ U [r, q] est connexe dans W 1 . Or 
{r G L : [p,r] U [r, g] fl A ^ 0} est dénombrable, car A est dénombrable, il 
existe donc r G L tel que [p, r] U [r, q] fl A = 0. Ceci montre que R n \ A est 
connexe. 

Exercice VII. 17. Un espace métrique X est connexe par arcs si et seule¬ 
ment si pour tous xoyXi G X il existe une application continue l : [0,1] —> X 
telle que 1(0) = xo et 1(1) = x\. 

Solution. Supposons que pour chaque couple d’éléments distincts xo,xi 
de X, il existe une application continue l : [0,1] —> X telle que 1(0) = 
xo et 1(1) = x\. Comme [0,1] est compact, l est une application parfaite, 
donc quotient, et par conséquent, /([0,1]) est compact, connexe et localement 
connexe. 

Pour tout n G Ni, soit Vq\ Vj 71 ,..., VJ? connexes ouverts tels que xo G 
Vq\xi G V^, diamVJ 1 < ^ et VJ 1 fl VJ n ^ 0 si et seulement si | i — j | = 1 
pour tout 0 < j, i < k n , et pour chaque n et une application croissante m n 
de 0 < j <k n dans 0 < i < k n - 1 tels que cl VJ 1 C V^nO)' ^ ors 


S:=n cl U c1 ^ 

• IneNi ^0 <j<k n 3 

est un compact connexe contenant xo et xi tel que pour tout autre élément 
x de 5, il existe une suite (j n )n telle que 0 < j n < k n et m n (j n ) = j n - 1 . 
Ainsi {x} = HneNi est un P°^ nt non coupure de S. Selon l’exercice 
VII. 11 (b), S est homéomorphe à [0,1] de telle sorte que xo correspond à 0 
et xi à 1. 

Exercice VII. 18. Espaces zéro-dimensionnels 

(a) Montrer que toute composante d’un espace zéro-dimensionnels X est un 
singleton. 

(b) Quelles sont les composantes de üneN {0» 1} ? 


Solution, (a) Soit xo, xi deux éléments distincts d’une composante D de X. 
Comme X est un espace métrique zéro-dimensionnel, il existe un voisinage 
ouvert-fermé V de xo tel que xi ^ V. Alors D fl V et et D \ V sont deux 
fermés, disjoints non vides, ce qui contredit la connexité de D. 

(b) Puisque c’est un espace zéro-dimensionnel, ce sont les singletons. 

Exercice VII. 19. Soit C l’ensemble de Cantor et f : C -* [0,1] une 
application continue surjective . Montrer que pour tout 0 <r < 1 et e > 0 il 
existe y £ [r — £, r + e] tel que card f~ l (y) > 1. 
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Solution. Sinon il existerait r et e tels que / _1 ([r* — e, r + e]) serait une 
partie connexe de cardinalité c de l’ensemble de Cantor contrairement à 
l’exercice VII. 18. 


Exercice VII.20. Si 0 < x < y, alors pour tout n G N, 
si n est pair, alors [ao, ai ? ..., a n , x] > [ao, a \ y ..., a n , y ], 
si ?î est impair, alors [ao, ..., x] ^ [ûQj ai^ • • • > 2/] • 

Solution. Si n = 0, alors [ao, x] = ao + ^ > ao + ÿ = [ao, y]. Si n = 1, alors 
d’après le cas n = 0, 

[ao,ai,x] = [ao, [ai,x]] < [a 0 , [ai, y]] = [ao,ai,y]. 

Si n, A; G N et pour tout 0 < n < A;, l’hypothèse est vraie, alors pour 
n = k + 1, l’inégalité sera renversée par rapport à k = n, car 

[ao,ai, • •. ,ajfe,ajfe+i,w] = [ao, [ai,... ,ak>ak+\,w]\ 
pour tout w > 0. 


Exercice VII.21. Sil<x<yetne Ni, alors 


| [ao, ai,..., a n , x\ [ao, ai,..., a n , y] | ^ 


y-x 

xy-\-n 


Solution. Si n = 0, alors 

1 1 y — x 

[ao, x] - [ao, y\ = ao H-(ao + -) =-. 

x y xy 

Supposons que la formule soit valable pour n G N. Alors, d’après l’hypothèse 
de récurrence, 

I [ao, • • • , On, a n +i, x ] [ao, • • •, a n , a n +\, y ] | 

— I[ao, • • •, a^, a n +i H ] [ao, • • •, a^, a^-j-i H ] j 

x y 

°n+l + ÿ - (°n+l + *) y - x 

(°n+l + x)(°n+l + ÿ) + n 1 + (y + x) + ^ÿ+ n 

_ \x-y\ < \x-y\ 

xy + y + x + l + n ~ xy + (n + 1) ' 

VIII. Espaces vectoriels 
Solutions (exercices des pages 147-149) 

Exercice VIII. 1. Montrer que 

(a) pour tout partie linéaire A de X, Vimage LA (de A par L) est linéaire, 

(b) si f : X —» Y est une application linéaire, alors f(A) est linéaire pour 
toute partie linéaire A de X, 

(c) si f : X -» Y est une application linéaire, alors est linéaire pour 

toute partie linéaire B de Y. 
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Solution, (a) Soit yo , yi G LA et Ào, Ai deux scalaires. Il s’ensuit qu’il existe 
xo, x\ G A tels que (xo, yo) G L et (xi, yi) G L. Comme L et A sont linéaires, 

(A 0 x 0 + Aixi, A 0 î/o + Xiyi) = A 0 (xo,2/o) + Ai (xi,yi) G L, 

Aoxo + Aixi G A, 

donc Xoyo + Ai^/i G LA , prouvant la linéarité de LA. 

(b) Car /(A) = /A, où / est la relation applicationnelle de /. 

(c) Car 

Exercice VIII.2. Soit X un espace vectoriel réel, f G X* et L une partie 
linéaire de X. Montrer que si sup{/(x) : x G 1} < oo, alors /(L) = {0}. 

Solution. S’il existe x G L tel que /(x) ^ 0, donc (/(x)) 2 > 0, alors 
n/(x)x G L pour tout n G N, ainsi 

sup {f(x) :xeL}> sup„ 6N / (nf(x)x) = sup n€N n (/(a;)) 2 = oo. 

Exercice VIII.3. Si /,/i,...,/ n G X*, alors 02= iker/^ C ker/ 52 e£ 
seulement si f £ vect {/i,..., / n } . 

Solution. Si / G vect {/i,..., / n } > alors il existe des scalaires Ai,..., A n 
tels que / = YJk=\Xkfk, donc /(x) = Ylk=iXkfk(x) = 0 pour tout x G 

flLi ker A- 

Réciproquement, soit ker f\ C ker /. Si f\ = 0, alors ker f\ = X, donc 
/ = 0 ; sinon il existe e tel que f\ (e) = 1, alors tout x G X admet une 
unique décomposition x = h + re, où h G ker/i et r est un scalaire, donc 
/i (x) = r. Puisque h G ker /, 

/(x) = /(/i) + r/(e) = rf (e) /i(e) = / (e) /i(œ), 

donc / = /(e)/i. Par récurrence, si l’implication est vraie à l’ordre n, 
et p|2iî ker /fc c ker/, alors, d’après l’hypothèse de récurrence, il existe 
Ai,..., A n tels que f(h) = ]C2=i XkfkW pour tout h G ker f n+1 . Si / n +i = 0, 
la preuve est finie; sinon il existe e tel que f n +1 (e) = 1, alors tout x G X 
admet une unique décomposition x = h + re, où h G ker/ n +i et r est un 
scalaire. Soit 

A n +i := /(e) - E* =1 X kfk{e)- 

Alors pour x = h + re, on a 

/(®) = /W + r/(e) = E* =1 x kfk(h) + rf(e) 

=ei =1 +^An+i/n+i(e)+ eLi =e;:; 

Exercice VIII.4. 5Ï Xj est un espace vectoriel pour 1 < j < n, alors 
fzoïU XjY si et seulement si il existe fj G X? telles que 

(forme) f(x 1,• • • ,æ„) = Ej =1 /a (*j) • 
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Solution. Bien entendu, (forme) est une forme linéaire sur Yi™ = iXj. Réci¬ 
proquement, si Bj est une base de Hamel de Xj pour 1 < j < n, alors 
Uj=i en est une pour HU ^ G (IIj=i a l° rs {/(&) : b G Bj} 
détermine fj G Xj et (forme). 

Exercice VIII.5. Quelle est la dimension de IlneN^? 

Solution. La cardinalité de Yl ne ^ ^ est c **° ~ c > donc dimension n’est pas 
supérieure à c. Elle est égale à c. Effectivement, si A est une famille presque 
disjointe de parties infinies de N telle que cardai = c, alors la famille 

{Xa • Ae A} 

est linéairement indépendante, car si Ylk=i r kXA k — 0 , où Ai, A 2 ,..., 
sont des éléments (distincts) de A , alors pour tout 1 < k < m, il existe 
«fc e A k \ (J {Aj : 1 < j < m, j ± k} , donc 0 = ’jXa, ( n k) = r k . 

Exercice VIII.6. Soit X un espace vectoriel. Montrer que 

(a) si dimX = No alors dim(X*) > No, 

Solution. Soit B une base de Hamel de X. Si / : B —> K, alors 

où Y^beB r t>b signifie que le nombre de b pour lesquels 77 , ^ 0 est fini, définit 
une forme linéaire Ff sur X. Il existe une famille presque disjointe maximale 
B de parties infinies de B. La cardinalité de B n’est pas dénombrable. Effecti¬ 
vement, si {B n : n G N} = B, alors prenons une sélection Bqq := {b n : n G N} 
d’éléments de B. Alors B U {i^} est presque disjointe, ce qui contredit la 
maximalité de B. L’ensemble {/d : D G B} telle que /d(&) = Xd(P) (°ù Xd 
est la fonction caractéristique de D) est linéairement indépendante dans X*. 
Donc dim(X*) > No. 

Exercice VIII.7. Décrire les convexes A dans R n tels que 0 £ A et maxi¬ 
maux par rapport à Vinclusion. 

Solution. Dans M° = {0} , le seul convexe maximal ne contenant pas 0 est 0 . 
Dans M les convexes coïncident avec les intervalles [a, b] , ]a, 6 ], [a, b[ et ]a, &[, 
où a < b. Ainsi ] — 00 , b[ et ]a, oo[ sont les convexes maximaux ne contenant 
pas 0 . 

Dans M 2 pour tout y>z 7 ^ 0, l’ensemble 

{x : (x, y) < 0} U {x : (x, y) = 0, (x, y) > 0} 

est un convexe maximal ne contenant pas 0 . 

Dans X := M n , une partie D est un convexe maximal ne contenant pas 
0 si et seulement s’il existe 0 ^ / G X* tel que D = {x G X : /(x) < 0} U L, 
où L est un convexe ne contenant pas 0 maximal de ker /. 

Procédons par récurrence. Effectivement, c’est vrai pour n = 0 et 1. 
Supposons que c’est vrai à l’ordre n > 1 et soit D = {/ < 0} U L une partie 
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de R n+1 , où 0 ^ / G X* et L est un convexe maximal ne contenant 0 de 
ker /. 

Si /(xo) < 0 et x\ G L, alors pour 0 < a < 1, 

f(x Q ) = /(( 1 - a) xq + axi)) = (1 - a) /(x 0 ) + af(x i) < 0, 

donc x Q G {/ < 0} et x a G L pour a = 1, montrant que D est un convexe 
(ne contenant pas 0). Si A est un convexe ne contenant pas 0 et incluant D , 
alors il existe x G A tel que f(x) > 0 ou /(x) = 0, mais x £ L. Dans le 

premier cas, —x G D donc x\ = 0, une contradiction. Dans l’autre, Aflker / 

2 

n’est pas maximal par l’hypothèse de récurrence. 

Exercice VIII.8. Montrer que cl a A c A si et seulement si A est fermée 
pour la topologie radiale. 

Solution. Soit L une droite affine dans R 2 . Montrons que cl a D C D implique 
que D D L est fermé dans L. Si x G clf, (DDL), alors il existe une suite 
(x n ) n de DDL telle que hm^oo x n = x. S’il existe no tel que x no ^ x, alors 
soit h := x no — x. Ainsi il existe une suite ( t n ) n de nombres réels telle que 
x n = x + t n h pour tout n. Bien entendu, il existe une suite ( t nic ) k strictement 
extraite de ( t n ) n , dont tous les termes sont positifs ou tous les termes sont 
négatifs. Il s’ensuit que x G cl a D , donc x G DnL. 

Exercice VIII.9. Montrer que 

(a) si f : X -4 R est convexe si et seulement si son épigraphe epi / := 
{(x, r) G X x R : /(x) < r} est une partie convexe , 



Interprétation géométrique de (taux). Les taux d’accroissements correspondent 
aux tangentes des angles formées par les sécantes respectives. 


(b) si x o < x < xi et f : [xo,xi] 
(taux) 


R est convexe , alors 
f(x) - f Qo) < f(xi)-f(x 0 ) < f(xi)-f(x) 


X Xq X\ Xq X\ X 

(c) si x o < x < xi et f : [xq,xi] —> R est convexe, alors f est continue, 
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(d) une fonction dérivable f est convexe si et seulement si f est croissante, 

(e) / G C l est convexe si et seulement si pour tous v,w, 

(convexe) f(w) — f(v) > f(v)(w — v)\ 

strictement convexe si et seulement si pour tous v ^ w, Vinégalité dans 
la formule ci-dessus est stricte, 

(f) une fonction f G C 2 est convexe si et seulement si f" est positive, 

(g) la fonction exp : R —> R est strictement convexe. 

Solution, (a) Si / est convexe, (xo,r*o) ( x u r i) appartiennent à epi / et 
0 < a < 1, alors avec x Q := (1 — a) xq + ax\ et r Q := (1 — a) rQ + otr \, 

f(x Q ) < (1 - Oi)f(x 0 ) + af(x i) 

< (1 - a)r 0 + ari = r Q , 

c’est-à-dire ( x a ,r a ) G epi/, ce qui montre la convexité de epi/. 
Réciproquement, si epi / est convexe et xo,xi G {/ < oo}, alors 

(^o,/(^o)),(^i,/(^i)) eepi/, 
donc ( x Q , (1 — a)f(x o) + af(x i)) G epi/, c’est-à-dire 
/(^a) < (1 - Oi)f(x 0 ) + a/(xi). 

(b) Si xo < x < x\, alors il existe 0 < a < 1 tel que x = x a . Alors, 
conformément à la définition de la convexité, 

(1 - a)(f(x Q ) - /(x 0 )) < <*(/(xi) - f(x a )). 

Puisque (1 — a) ( x Q — xo) = a (xi — x Q ), donc 

f(x Q ) ~ f(xp) < f(xi)-f(x Q ) 

Xg XQ X\ Xg 

D’autre part, la définition est équivalente à (1 — a) (/ (xi)—/ (xo)) < / (xi) — 
/ (x a ) et puisque x\ — x Q = (1 — a) (xi — xo), on obtient 

/ fol) - / QCO) < f(Xl)-f(Xg) 

X\ Xq X Xg 

(c) Soit a < xo < b. Si xo < x < 6, alors 

~^ X °) -- xo) + / (xo) < /(x) < / (x 0 ) + ^7 —^(x - Xo). 

xo — a o — xo 

En effet, si xo < x < 6, alors la seconde inégalité de (taux), avec x\ 

remplacé par 6, équivaut à la seconde inégalité. 

D’autre part, l’inégalité entre le premier et le troisième terme dans (taux), 

où xo < x < xi sont remplacés par a < x o < x, respectivement, devient 

/ (xo) - /(g) < / (x) - / (x 0 ) 

Xq a X Xq 

ce qui équivaut à la première inégalité. On démontre les deux autres inégalités 
de façon analogue. 
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(d) Si / est dérivable, alors /'(xo) est majorée par le premier terme 
de (taux) et f(x i) est minorée par le dernier. Réciproquement, si il y avait 
xo < x\ tels que f (xo) > f 1 (xi), alors il existerait t > 0 tel que / (xo + t) — 
f (xo) > / (#1 + t) — f (xi), contrairement à (taux). 

(e) Si / est convexe et xE J), alors pour tout h tels que x + h G D et 
pour 0 < r < 1, 

f(x) h = lim r _>0 + —~ + ' , r ^ — ^-^-h < f(x + h) - f(x). 

Soit xo,xi G D et 0 < a < 1. Selon (convexe), 

f(xo) - f(x a ) > f(x a )(x0-X r ), 
f(x i) - f(x a ) > f(x a )(xi - X r ). 


Sommons la première ligne multipliée par 1 — a et la seconde multipliée par 
a. Il s’ensuit que 

(1 - a)f{x o) + af(x i) > f(x Q ). 

(f) D’après la proposition précédente, / est convexe si et seulement si 
pour tous x et h tels que x, x + h G D, 


f(x)h < /(x + h) - f(x). 


Grâce au théorème de Taylor (à l’ordre 2), il existe 0 < c(h) < 1 tel que 
f'(x)h < f(x + h)~ f(x) = f(x)h + / (x + c(h)h)h , 


donc 0 < f n (x + c(h) h) et par conséquent, 0 < f n (x) d’après la continuité 
de f n . Réciproquement, si f n est positive, alors f est croissante, donc selon 
(d), / est convexe. 

(g) D’après le théorème de Lagrange e w — e v = e l (w — v) où t est entre 
v et w. Dans tout les cas é t (w — v) > e v (w — v). 


Exercice VIII. 10. Montrer que a, b > 0 et p,q sont conjugués, alors ab < 
y + y, avec Végalité si et seulement si oP = b q . 

Solution. Si^ + ^ = letl<p<oo, alors 0 < £, £ < 1. Grâce à la 
p q r ’ p’ q 

convexité de exp, 

ab = exp(ln a + ln b) = exp( ln a + ln b) 

< £ exp(p ln a) + i exp {q ln b) = ±a p + ±b q . 

Puisque exp est strictement convexe, l’égalité a lieu si et seulement si aP = b q . 


IX. Espaces vectoriels normés 
Solutions (exercices des pages 172-174) 

Exercice IX. 1. Soit X un espace normé et A, B c X. Montrer que 

(a) si A est linéaire, alors cl A est linéaire, 

(b) si A est une partie convexe, alors cl A est convexe, 
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(c) si A est ouvert, alors A + B est ouvert, 

(d) si A est compact et B est fermé, alors A + B est fermé. 

(e) Donner un exemple de deux fermés A , B de R 2 tels que A + B n’est pas 
fermé. 

(f) Donner un exemple de deux fermés A, B de R tels que A + B n’est pas 
fermé. 

Solution, (a) Soit xo, #i G cl A et ao, ot\ deux scalaires. Montrons que aoxo+ 
OL\X i G cl A 

Comme xo, #1 G cl A, il existe deux suite (#o,n) n ( x i,n) n d’éléments de 
A telles que xo = lim^ocXo^ et x\ — limn-^oo^i^* Puisque A est linéaire, 
ao#o } n + OiiXi t n G A pour tout n. 

Les opérations d’addition et de multiplication étant continues, 

a 0 x 0 + ot\X\ — lim n —^ oo(^o*^o, 7 î H - ^ 1 *^ 1 , 71 ) G cl A.. 

(b) Le même raisonnement que dans (a) avec une condition supplémen¬ 
taire que ao, oti > 0 et ao + oq = 1. 

(c) Comme A est ouvert, pour tout a E A il existe r a > 0 tels que 
B(a , r a ) = a + B( 0, r a ) C A. Si x G A + B , alors il existe a G A et b G B tels 
que x = a + b. Donc 

x + B(0 , r a ) = a H- i?(0, r a ) H- 6 C -A + B. 

(d) Soit x G cl(.A + B), c’est-à-dire il existe une suite (x n ) n d’éléments 
de A + B telle que limn-**, x n = x, donc il existe une suite (a n ) n dans .4 et 
une suite ( b n ) n dans B telles que x n = a n + b n pour tout n G N. 

Puisque A est compact, il existe une suite extraite (a njfc )& et a G .A avec 
a = limace a Uk . Donc b nk = x Uk — a Uk G B pour tout & G N et puisque B 
est fermé, 

b := lim/^oo b nk = lim/ c _ ) . 00 (x n/c — a nk ) 

— lim^-^oo Xfi k limfc-xx, a nk = x a E B. 

Donc x = a + (x — a) E A + B. 

(e) Soit 

A := {(w, i) G R 2 : w > 0} et 
B:=Rx{0}. 

L’ensemble A est fermé. En effet, si ( x,y ) G cl A, alors il existe une suite 
(w n )n telle que lim n _>oo(w n , A) = ( Xj y), donc x = lim n w n et y = lim n 
Par conséquent, {^:nG N} est une partie bornée de R ; en particulier, 
il existe 0 < r < oo tel que 0 < A- < r pour tout n G N, donc 0 < £ < x = 
lim n w n . 

La continuité de ^ sur {u> : > 0} entraîne que y = ^ et, en 

conséquence, (x, y) G A. La partie B est fermée comme l’image réciproque 
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de 0 par la fonction continue f(x,y) := y. Or 

A + B = U„ >0 «*». è) + ») = LU «” + R > x 
=** U „ >0 (A) = * x fa : » > °) = {(*.») :»>*). 

qui n’est pas fermé : cl {(x,y) : y > 0} = {(x,y) : y > 0}. 

(f) Les parties A := Z et B := {k + : k G Ni} de R sont fermées (car 

toute suite convergente de leurs éléments est stationnaire). Or 

A H- B = {n + k H- : n G Z, k G Ni} = Z + {^ï • k G Ni}. 

En effet, pour tout n G Z, k G Ni, on a n H- = (fc + ^-) + (n — k). La 
partie A + B n’est pas fermée, par exemple, la suite x & := d’éléments 
de A + B converge vers 0 ^ .4 + B. 

Exercice IX.2. Montrer que dans un espace normé, toute boule est convexe. 
Solution. Si xo,xi € B(x,r) et 0 < t < 1, alors 

d{x u x) = ||(1 - t)xo + txi - x|| = ||(1 - t) (xo - x) + £(xi - x)|| 

< (1 - t) ||xo -x|| + t||xi -x|| = (1 -t)d(x o,x) + td(xi,x) 

< (1 — t)r + tr = r. 

Exercice IX.3. Soit A un convexe dans un espace normé. Montrer que 

(a) pour 0 < a < 1, 

(1 — a) int A + a cl A c int A, 

(b) si int A ^ 0, alors int a A = int A. 

Solution, (a) Soit xo G int.AjXi G cl A. Il faut montrer que pour tout 
0 < a < 1 on a x Q G int A. Comme pour a = 0, on a xo G int A, supposons 
que 0 < a < 1. Il existe un voisinage (ouvert) U de 0 tel que xo + U C A; 
d’autre part pour tout t > 0, l’intersection (xi + tU) CiA contient un vecteur 
xt . En conséquence, 

(inclusion) (1 — a)(xo + U) + ax t C A. 

Il nous faut trouver t > 0 suffisamment petit pour que x a = (1 — a)xo + 
olx i appartienne à l’ouvert de (inclusion), donc à int A. Ceci équivaut à 
l’existence d’un h G U tel que 

(1 - a)xo + olx i = (1 - o)(xo + h) + ax*, 

ce qui revient à xi — X* = G Il suffit donc de poser t = ^-. 

(b) En effet, soit x G int a A et xo G int A. Par conséquent, il existe 
0 < a < 1 et xi G A tel que x = x a = (1 — a)xo + olx i (d’après la définition 
de l’intérieur algébrique). En vertu de (a), x = x a G int A. 
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Exercice IX.4. Montrer que si L est un sous-espace vectoriel fermé d’un 
espace normé réel X et x £ L, alors il existe f G X 1 tel que f(L) = {0} et 
/(*) = L 

Solution. Si L est un sous-espace vectoriel fermé et x fi L, alors d’après la 
proposition IX.3.4, il existe y G X 1 tel que y(x) > sup y(L). Selon l’exercice 
VIII.2, y(L) = {0}. En posant / := -j- t, on obtient f(x) = 1 et f(L) = 

y( x ) 

{ 0 }. 


Exercice IX.5. Soit 

(*) 

Montrer que 


sup 

o^xex 


ii/(*)ii 

ii*ii 


(a) Il/H =sup{||/(*)|| : |W| = 1}, 

(b) \\f\\ = inf{r > 0 : V œ€ x ||/(*)|| < r ||*||}. 

(c) (*) est une norme. 


Solution, (a) Bien sûr, 

ll/ll > ■ X e JC, |.|| = 1} = sup{||/(*)|| : ||æ|| = 1}. 


D’autre part, pour tout x/0, 

ii/(*)ii 

ii*ii 



(b) Si r > ||/||, alors ||/(x)|| < r||x|| pour tout x ^ 0, donc ||/(x)|| < 
r ||x|| pour tout x E X. Bien évidemment, ||/|| est égal à l’infimum de tels 
r. Si s < ll/ll, alors il existe x s ^ 0 tel que ||/(x 5 )|| > 5||x 5 ||, alors s 
n’appartient pas à l’ensemble de r > 0 pour lesquels on prend l’infimum. 

(c) Si ||/|| = 0, alors ||/(x)|| = 0, donc f{x) — 0, pour tout x ^ 0 et, bien 
entendu /(0) = 0 d’après la linéarité de /, donc ||/(0)|| = 0. Ainsi / = 0. 
Maintenant, si À est un scalaire, alors 


l|A/|| = sup{||A/(*)||: ||*|| = 1} 

= |A| sup{||/(*)|| : ||*|| = 1} = |A| ||/||. 

Enfin 


||/o + fi\\ = sup {||/o(*) + fi (a;) || : \\x\\ = 1 } 

< sup{||/ 0 (*)|| + ||/i(*)|| : ||æ|| = 1} 

< sup{||/ 0 (*)|| : ||a;|| = 1} + sup{||/i(*)|| : ||*|| = 1} 
= 11/olH-ll/ill- 
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Exercice IX. 6 . Montrer que 

(a) tout sous-espace de dimension finie d’un espace normé est fermé, 

(b) toutes les normes sur un espace de dimension finie sont équivalentes. 

Solution, (a) Soit X un espace normé et E un sous-espace vectoriel de 
dimension finie de X. Alors E avec la norme induite par X alors E est 
complet, donc fermée en vertu de la proposition VI. 1 . 6 . 

(b) On peut appliquer le corollaire IX. 7.5, car tout espace normé de 
dimension finie est de Banach. 

Exercice IX.7. Montrer qu’une partie K d’un espace normé X est totale¬ 
ment bornée si et seulement si K est bornée et pour tout € > 0 il existe un 
sous-espace vectoriel L de dimension finie de X tel que K c B(L,e). 

Solution. Une partie K totalement bornée est bornée. Si e > 0 , alors par 
définition il existe une partie finie F de K telle que K C B(F,e ), donc 
K C B(vectF,e) et vectF est de dimension finie. 

Réciproquement, soit K bornée non vide et e > 0. Par Phypothèse, 
il existe un sous-espace vectoriel L de dimension finie de X tel que K c 
B(L,e). Il s’ensuit que W := L D B(K,e) est non vide et bornée, donc 
totalement bornée en vertu de la proposition IX.4.3. Selon la définition, pour 
tout w E W il existe x(w) E K tel que \\w — x(w) || < e. Si D une partie 
finie de W telle que W C B(D,e ), alors {x(w) : w G D} est une partie finie 
de K . 

Si maintenant x G K, alors il existe y(x) G L avec ||x — y{x) || < e, donc 
y{x) G W et, par conséquent, il existe w E D pour lequel || y(x) — u>|| < e. 
En conséquence, 

\\x - x(w)\\ < \\x - y(x)\\ + Il y(x) - w\\ + Il w - x(w)\\ < 3e. 

Exercice IX. 8 . Soit \\y\\f := inf {||x||x : f(x) = y} . Montrer que 

(a) \\-\\f est une norme sur f(X ), 

( b ) IMIy < Il/Il W/ Pour tout y e f(X). 

Solution, (a) Si 0 = ||î/||^ alors, pour tout n > 0 , il existe x n E f~ 1 {y) tel 
que ||a; n ||x < Ainsi, lim n _>oo x n - 0 X et 0y = lim^oo f(x n ) - y. 

Si A = 0 , alors Xy = 0 y, ainsi / - 1 ( 0 y) est le noyau de /, donc contient 
0x- Si A 7 ^ 0 , alors 


l|A»||/ = inf {||s||x : /(*) = Xy} 

= |A|inf{||^||x:/(i*) = |/} = |A|||»|| / . 
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Puisque la relation / 1 est linéaire, 
llî/o + î/ill/ = inf {INI* : x G / -1 (î/o + 2/i)} 

= inf {llxo + xjlx : x 0 € f~ 1 (y 0 ),x l e/ _1 (j/i)} 

< inf {Mx + ||*i|U : x 0 e / -1 (î/o).®i € / _1 (j/i)} 

= inf {||*o|U : xo e f~ l {y o)} + inf {||*i|U : x x e / -1 (î/i)} 

= llî/oll/ + ||î/i||/- 

(b) Évidemment, ||/(a;)|| v - < ||/|| ||x||^ pour tout x € X. Donc si y = /(*), 
alors 

IMIy < {ll/ll Mx : x e / -1 (î/)} = \\f\\ IMI/- 

Exercice IX.9. Montrer qu’une partie A de X est totale si et seulement si 
f(A) = {0} implique / = 0 pour tout f G X*. 

Solution. Soit A totale et f(A) = {0}. Pour tout x G vect A il existe n G Ni, 
ai, û 2 , ..., a n G A et scalaires Ai, À 2 ,..., A n tels que x = Ylk=i Afcûfc, donc 
f(x ) = Ylk=i Afc/ (flk) — c’est-à-dire f (vect A) = {0} . Ainsi / = 0, car / 
est continue et vect A est dense dans X. 

Si A n’est pas totale, alors il existe xo fi cl(vect A). Puisque cl(vect A) 
est linéaire et fermé, d’après la proposition IX.3.4, il existe / G X 1 tel que 
f(x 0 ) > sup {f(x) : x G cl(vect A)} , donc / ^ 0. Selon l’exercice VIII.2, 

f( A ) C /(cl(vect-A)) = {0}. 

Exercice IX. 10. Soit B 1 (M) l’espace vectoriel des fonctions bornées, conti- 
nûment dérivables et dont la dérivée est bornée. Soit 

ll/ll := supj.gR |/(*)| et \\\f\\\ := sup^R |/(x)| + sup^R |/'(x)| 

deux normes. Montrer qu’elles ne sont pas équivalentes (même pas topologi- 
quement). 

Solution. Supposons qu’il existe a > 0 tel que |||/||| < a||/|| pour tout 
/ G B 1 (R). Soit fn( x ) := sin(nx) pour n G Ni. Alors /^(x) = ncos(nx) 
donc |||/ n ||| = n et ||/ n || = 1, ce qui donne une contradiction : n < a pour 
tout n G Ni. 

Exercice IX. 11. Pour tout x G X, l’application j(x) : X’ —> K est définie 
par j(x)(f) := f(x). Montrer que 

(a) j(x) est linéaire et continue, c’est-à-dire j(x) G X n := (X')', 

(b) 

(sup) l|j(*)ll := sup{|/(*)| : ||/|| = 1} , 

(c) ||jF(or)|| < ||x|| pour tout x e X, 

(d) ||j(x)|| > ||x|| pour tout x e X, 

(e) l’application j : X —> X" est linéaire, injective, continue et \\j\\ = 1. 
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Solution. Si /o, fi G X 7 et ao, a i sont deux scalaires, alors, par définition, 
j{x)(a 0 fo + Oiifi) 

= (Oiofo + Oiifi)(x) = aofo(x) + aifi(x) 

= Oi 0 j(x)(fo) + au(x)(/i). 

(b) D’après l’exercice IX.5. 

(c) Selon (sup), 

||j(z)|| = sup{|/(x)| : \\f\\ = 1} < sup{||/|| ||x|| : ||/|| = 1} = ||x||. 

(d) En vertu du corollaire IX.3.2, ||x|| = max{|/(x)| : / G X’ et ||/|| < 1} 
et si ||/|| < 1, alors il existe g G X' avec ||p|| = 1 et À G [0,1] tel que / = \g , 
d’où |/(*)| = |A| |ÿ(*)| < |p(*)| • 

(e) Elle est linéaire d’après la définition et la linéarité de / pour tout 
/ G X '. Selon (c) et (d) || < 7’(x)|| = ||x||, donc j est continue. Enfin, si xo ^ x\ ) 
alors il existe / G X’ tel que / (x 0 ) ^ f (x i), donc j(x 0 )(f) ± j(xi)(f). 

Exercice IX. 12. Montrer que si Y est complet, alors L C (X , Y) est complet 

Solution. Procéder mutatis mutandis comme dans la démonstration de la 
proposition IX.6.6. 

Exercice IX. 13. Montrer que 

(a) Vespace cq des suites convergentes vers 0, est fermé dans l QQ , 

(b) l f espace c des suites convergentes est fermé dans l 0Q , 

(c) Vespace des suites finies est dense dans cq. 

(d) Caractériser le dual de c . 

Solution, (a) Si (x k ) k est une suite et lim^oo \\x k — x\\^ = 0, alors pour 
tout e > 0, il existe k tel que 

(**) sup {| x k (n) - x(n)\ : n G N} < e. 

D’autre part, si (x k ) k dans co, alors il existe n £ tel \x k (n)\ < e que pour 
n > n £ik . Ainsi \x(n)\ < \x k (n)\ + \x k (n) — x(n)\ < 2e si n > n £ik . Comme 
\x(n)\ ne dépend pas de k , on conclut que lim^oo \x(n)\ = 0. 

(b) Si (xfc)fc est une suite et lim*.-^ \\xk — x|| = 0, alors pour tout e > 0, 
il existe k £ tel que (**) pour tout k > k £ . Soit w k := lim n _ >00 Xfc(n), donc il 
existe n kt£ tel que | w k — x k (n)\ < e si k > k £ et n > n kt£ et ainsi 

\wk ~ x(n )| < |Wk - Xk(n) \ + \x k (n) - x(n)\ < 2e. 

Ceci montre en particulier que {x(n) : n > n ki£ } est bornée dans K, donc 
admet une suite extraite convergente vers un élément w de K. Il s’ensuit que 
| w k — w\ < e pour tout k > k £ , donc w = lim^oo w k . Ainsi pour k > k £ et 
n > n kt£ 

| x(n) - w | < | x(n) - w k \ + \w k - x(n )| < 3e, 
ce qui montre que w — lim n ^oo x(n). 
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(c) Si x G co, alors pour tout e > 0 il existe n e tel que \x(n)\ < e pour 
tout n>n £ . Ainsi yGc* défini par 



x(n), si n < n £) 
0 , si n > n £ , 


vérifie ||x — y < e, ce qui prouve la densité de c # dans cq. 

(d) Nous allons voir que y? G c' si et seulement s’il existe (p 0 G h et 
(fi G K tel que 


(p(x) = (<p 0 , x - lim n _>oo x(n)) + • lim n _>oo x(ra). 


Observons d’abord que c est isomorphe à co x K (avec la norme ||(x, a)|| := 
||x||oo + |a| par exemple). Effectivement, l’application / : co x K —> c donnée 
par 

f(x,a) := x + a, 

où a (n) := a pour tout n, est continue, car 


||/(xo,a 0 ) “ /( x i> a i)lloo ^ sup{|x 0 (n) - xi(n)| : n G N} + \a 0 - ai|. 

Elle est injective, car /(xo,ao) — f(xi,ai) = 0 implique xo—xi + ao —ai =0 
et lim n _>oo (#o — xi) = 0, donc ao = ai et xo = x\. 

D’autre part, si y G c, alors /(x, a) = y , où 


x:=y- lim^oo y(n) G co, a := lim n _>oo 2 /(ra) G K 


D’après le corollaire IX.7.4, / est un isomorphisme. Selon l’exercice VIII.4, 
<p G (co x K ) 7 s’il existe cp 0 G co * et tpi G K tels que <p = <p Q + donc 
<p 0 £ (co ) 7 ^ en vertu de la proposition IX.5.3, où æ désigne la relation 
d’être isomorphe. 


Exercice IX.14. Soit 7 G C( R, R+) avec /e support dans [—1,1] et telle 
que 



Pour € > 0 soit j £ (x) := -j(-) pour tout x G R. Montrer que 


(a) il existe une telle fonction, 

(b) J R 'ï e (x)dx = 1, 

(c) lim^oo / | 7 e * f(x) - f(x) | dx - 0 . 


Solution, (a) Par exemple, 


( 7 ) 


7 (r) 


:=/ C( 
l 0. 


cexp(^) pour |r| < 1 , 


autrement, 


où c est choisie de telle sorte que J R j(x)dx = 1. 

x 

(b) Le changement de variables y — — entraîne 


[ l e ( x ) dx = f-'ï(-) dx = [ '){y)dy = \. 
J R J R e e JR 
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(c) En effet, 

J\le*î{ x ) ~f(x)\dx = 


< 

< 


J]/ f{x-y)l e {y)dy- f(x) dx 
J\f (f(x ~y)~ f(x)) 7 e(y) dy\dx 

J J \(f(x~y) ~ f(x))\j e (y)dydx 

sup / \f(x-y) -f(x)\dx- / 7 e (ÿ) dy. 

\v\<eJ J 


Exercice IX. 15. Montrer que 

(a) si g G C (T y R) et G(f) := f T f(t)g(t)dt, alors G G X ! et 

\\G\\=j T \g(t)\dt, 

(b) si to e T et H(f) := /(t 0 ), alors H G X' et \\H\\ = 1, 

(c) si ( t n ) n est une suite injective dans T et (a n ) n une suite dans R telle que 

Ylne N < 00 > 

alors F G X' et ||F|| = £ n6N M• 


OO > 


Solution, (a) Comme 

\G(f)\< [ \f(t)g(t)\ dt < [ \g(t)\dt\ 

JT JT 

on en déduit que ||C?|| < f T \g(t)\ dt. D’autre part, pour tout e > 0, il existe 
T e C T telle f Te \g(t)\ dt < e et T\T e est une union finie disjointe d’intervalles 
io, / 1 , • • • > h e tels Q ue 9 ne change pas de signe sur pour 0 < k < k e . 


Soit (sgn g) (t) := 


9(t) 

bWI 


pour t G T \T e . Alors sgn <7 est la limite dans 


ll'lli de fn(t) := (<p n * sgag) n (t) pour t G T et /„ G C , (T’, [—1,1]) avec 
jj/nlloo = !• Ainsi I f T \g(t)\dt - f T \fn(t)g(t)\dt\ < £, ce qui prouve 

11^11 = 

(b) Comme \H(f)\ = |/(to)| < ||/|loo et il existe / G C(T, [-1,1]) avec 
|/(t 0 )| = 1) on conclut que ||Jî|| = 1. 

(c) L’inégalité 

\F(f)\^J2\ a n\\f(tn)\<(j2\ a n\) H/lloo - 
ne N ne N 

implique ||F|| < J2ne N l a n| • D’autre part, pour tout e > 0 il existe n e tel que 
Y,n>n e l a n| < e et une fonction f £ G C(T, [-1,1]) telle que f e (t n ) = si 
a n / 0 et f e (t n ) = 0 autrement pour tout n < n e , par exemple, une fonction 
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affine par morceaux. Ainsi, | F(f e ) — J2n<n e l a rcl| < 6 et ll^rlloo = ce Q™ 
prouve que ||F|| = EneN Kl • 

Exercice IX. 16. Montrer qu’une partie convexe d’un espace normé réel X 
est fermée si et seulement si elle est faiblement fermée. 

Solution. Tout fermé pour la topologie faible est fermé pour la topologie 
de la norme, car cette dernière est plus fine. Soit A un convexe fermé et 
x £ A. D’après la proposition IX.3.4, il existe / G X 1 et r G R tels que 
f(x) > r > sup^ /. Or, {w G X : f(w) > r} est un voisinage de x pour la 
topologie faible et il est disjoint de A. 

X. Espaces de Hilbert 

Solutions (exercices des pages 184-184) 

Exercice X.l. Montrer que 

(a) A L est la polaire de A par la relation J_ . 

(b) A L est un sous-espace vectoriel fermé pour tout A C X, 

(c) A ±J_ = clvectA, 

(d) (Ue^) J - = rW' 4 J- 

(e) si Aj est un sous-espace vectoriel fermé pour tout j G J, alors ( f]jeJ Aj) ± 
clvectlj jeJ Af. 

Solution, (a) Par définition, A 1 = Ç)aeA W • 

(b) Si xo,xi G A 1 - et ao,ai sont deux scalaires, alors 

(ao^o + Oi\Xi y a) = ao(xo, a) +oli(x\ ,a) = 0. 

(c) Si a G A alors a ± y pour tout y G A ± 9 donc a G A 1 - 1 . Puisque 
A 11 = ( A J -) J - est un sous-espace vectoriel fermé et A C A ±J - y il s’ensuit que 
clvectA C A- 1 - 1 . Pour montrer l’inclusion réciproque, soit x £ clvectA. 
D’après l’exercice IX.4, il existe / G X* tel que f(x) = 1 et /(A) C 
/ (clvectA) = {0} , donc / G A 1 . Ainsi x £ A ±J - 9 car f(x) / 0. 

(d) D’après l’exercice 1.6, puisque J_ est une polarité. 

(e) Puisque J_ est une polarité, A^ C -4?) "S car D jeJ^j C Ak 

pour tout A; G J. Par conséquent, (J j eJ Aj~ C Aj) L et, comme ce 

dernier est un sous-espace vectoriel fermé, clvectlj j e jAj~ C (f)^ eJ Aj) L . 
Pour établir l’inclusion inverse, soit x ^ clvectlj - eJ Aj-. D’après l’exercice 
IX.4, il existe / G X' tel que f{x) = 1 et /(clvect IJjeJ Aj") = {0}, donc 

f e (Uj 6 J A j L ) X = fW A j^ = C\jeJ A j’ donc x i (DjeJ A i) X > car /(*) ^ 

0. 

Exercice X.2. Soit A un convexe fermé d’un espace réel de Hilbert X. 
Montrer que xa £ A vérifie\\x — xa\\ = dist(x, A) si et seulement si , 

(y-x A ,x-x A ) <0 
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pour tout y € A. 

Solution. En remplaçant A par A — x, on ramène le problème à la ca¬ 
ractérisation de Pélément de A de norme minimale, c’est-à-dire xa tel que 
r := \\xa\\ = dist(0, ^4). La condition à vérifier devient donc 

(condition) V (y — xa, xa) > 0. 

yeA 

Si 0 G A, alors xa = 0 et la condition est vérifiée. Si 0 £ A et r = ||x^|| = 
dist(0, A), alors 

(intersection) { x a} = B- (0, r) fl A. 

Puisque B (0, r) fl A = 0 et B (0, r) est ouvert, d’après le théorème VIII.5.4, 
il existe z G X tel que ||z|| = 1 et 8wp y çB(o t r)(z>y) < inf y eA(z>y). Selon 
(intersection), 


su Pi/€B(o,r)<*>3/> = ( z > x a) = MÎye A (z,y). 
X A 

Par conséquent, z = » — rr- Donc 

iim 


iim = 


(xa,xa) 

IIM 


< (xa,v) 

- IM 


pour tout y G A, ce qui prouve (condition). 

S’il existe y € A tel que (y — xa, xa) < 0, alors xa + t(y — xa) G A pour 
0 < t < 1. Or 


\\xa + t(y - x A )\\ 2 = {^-t) 2 \\xAŸ+ 2t{y-XA,x A ) + t 2 \\y\Ÿ 

< (i-0 2 IMI 2 + * 2 IMI 2 - 

IIM 2 


Le minimum de l’expression à droite est atteint pour t = -ô-ô et 

IMI 2 + M 2 

es, < Il ,|2. 

IMI +IMI 

Exercice X.3. L'espace à valeurs complexe avec le produit sca¬ 

laire (X.ll) est un espace de Hilbert. Montrer que 


(a) l'ensemble {e n : n G Z}, où e n (x) := exp (inx), est une base de Hilbert 
de L 2 (—'ir,n) complexe, 

(b) l'ensemble {h n : n G Z}, où h n (x) := sin(nx) si n > l,h n (x) := cos (nx) 
si n < — 1 et ho(x) := 1 est une base de Hilbert de L2(—'Jr ) 7r) réel, 


Solution, (a) En effet, 
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car dans le second cas 


/: 


exp(i(n — m)x)dx 


1 


(exp(i7r(n — m)) — exp(i7r(m — n))) = 0. 


i(n — m) 

Par conséquent, pour tout / G L 2 (—n,n) (complexe), 

/ = £ n62 </> e n) e n - ^ ne "’ 


où f n = (/, e„> = ^ /(x) exp(—inx)dx. 

(b) Si on pose pour n G N, 

i r 

a n = — f(x)cos(nx)dx, 

'R J— 7T 

i /■* 

b n = — f(x)sm(nx)dx, 

71" J —7T 


alors a n = (/„ + /_„) et b n = - (/_ n - / n )- Comme conséquence, ao = 2/o 

% 

et bo = 0. De façon équivalente, 

4 _ Q>n ~ ïbn ^ _ Q>n H" 

Jn — ^ «/—n ~~ 2 * 

Ainsi 

/(x) « / n • (cos nx H- i sin nx) 

= y + ^ E n6NN{0} ( a " “ ' ( cos næ +1 sin "*) 

E n6N \ {0} ( an + ' ( cosnx - isinnx), 

et si une fonction / est réelle, alors 

/« y + £ neN \ {0 }( a " cosna: + sinnx). 


XI. Théorie spectrale 

Solutions (exercices des pages 201-202) 

Exercice XI. 1. Montrer que Vespace K(X y Y) des opérateurs compacts est 
fermé dans L C (X,Y). 

Solution. Si F G cl K(X,Y), alors pour tout e > 0 il existe T G K(X,Y) 
tel que || F — T || < e . Puisque T est compact, {Tx : ||x|| < 1} est totalement 
borné, donc d’après l’exercice IX.7, il existe un sous-espace vectoriel L de 
dimension finie tel que {Tx : ||x|| < 1} C B{L^e). Ainsi 

[Fx : ||x|| < 1} C B{{Tx : ||x|| < 1} ,e) C B(L 9 2e) 9 

ce qui prouve que F est compact. 
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Exercice XI.2. Montrer que si G : [0,1] x [0,1] —> R est continue , alors 


(Tu) (a:) = [ G(x, y ) u(y) dy 

J o 


est compact dans C([0,1]), donc dans £ 2 ( 0 ,1). 

Solution. On montre que 

(image) {Tu G C([0,1]) : |M|oo < 1} 

est équicontinu, donc relativement compact grâce au théorème V.4.5 d’Arzelà- 
Ascoli. En effet, G est uniformément continue (car son domaine est compact), 
en particulier, pour tout e > 0 il existe 5 > 0 tel que pour tout y G X, 

\x-x 0 \ < ô=ï I G(x,y) -G(x 0) y)\ < e, 

donc pour \x — xo| < S et ||w||oo < 1, 

\(Tu)(x) - (Tu) (x 0 )| < [ | G(x,y) - G(x 0 ,y)\\u(y)\dy 

J 0 

< e||ti||oo<e, 

ce qui montre Péquicontinuité de (image). 

Si ||u ||2 < 1 et \x — xq\ < 5, alors 

\(Tu)(x) - (Tu)(x 0 ) | < f | G(x,y) - G(x 0 ,y)\\u(y)\dy 
J 0 

< ( [ | G(x,y) - G(x 0i y)\ 2 dy) 2 \\u\\ 2 < e\\u\\ 2 , 

J 0 


{Tu G C([0,1]) : ||w|| 2 < 1} 

est équicontinu dans C([0,1]) et par conséquent relativement compact. Puisque 


Hl 2 = Hv)\ dyj < Hic», 

l’identité est continue de C([0,1]) dans £ 2 ( 0 ,1), donc Pimage de 
clc{TuGC([0,l]):M 2 <l} 
est compact dans £ 2 ( 0 ,1). 

Exercice XI.3. Soit p > 0,p\q G C([0,1]) et L(u) := {pu 1 ) 1 — qu. Montrer 

(a) la formule de Green 

/ [uL(v) — vL(u)\ dx—p [v'u — u'v ] J. 

J 0 

(b) que L restreint aux w vérifiant 

aow(Q) + P Q w'(p) = 0 = a\w{l) + /?iu/(l), 
est auto-adjoint, 
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(c) que toutes ses valeurs propres sont inférieures à 

— inf {q(x) : 0 < x < 1} . 

Solution, (a) En intégrant par parties deux fois, on obtient 
(Lu,v) = / L(u)vdx = / (pu')'vdx — / quvdx 

J 0 J 0 J 0 

= [pu'v] o~ J V'd'u 1 dx — J quv dx 

= [pu'v] o “ ^ [pv'u] o~ J u (P V 'Y dx^j — J quv dx 

= p [u'v — uv'] q + J u (pt/y dx — J quvdx 

= p | u'v — m/]J + J uL ( v ) dx 

= P [u'v - ut/] l + (u, Lv ), 
d’où la formule de Green. 

(b) Effectivement, si ot\ / 0, alors u( 1) =- ~ u '(l) et v(l) = ——t/(l), 

ai ai 

donc 

v'(l)u(l) - u'(l)v(l) = —— v'(l)u'(l) + — v'(l)u'(l) = 0, 

ai ai 

et si Pi / 0, alors u'( 1) = —^u( 1) et v'(l) = — ^pv(l), donc 

Pi Pi 

«'(iMi) - «'(îMi) = -|4(i)«(i) + ^t»(i)u(i) = o. 

De même pour les conditions en x = 0. Ainsi 

[v'u — u'v] Q = 

v'(l)u(l) — u'(l)v(l) — v'(0)u(0) + u'(0)v(0) = 0. 

(c) Soit À une valeur propre de L et u est une fonction propre \\u\\i 2 = 1 
correspondant à À, alors 

X = X u 2 dx = / (pu')'udx— / qu 2 dx 

J o J o J o 

= [pt/tijJ- f [p(u') 2 qu 2 \ dx 

J o 

< — qu 2 dx < — inf q. 

J o 
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Exercice XI.4. Montrer que toute fonction de Green est symétrique. 
Solution. Soit 0 < x < y < 1 . Nous allons montrer que 

G(x,y) - G(y, x). 

Appliquons la formule de Green (XI. 16) pour un opérateur L avec les condi¬ 
tions au bord B , aux fonctions u(t) = G(t,x) et w(t) = G(t,y) dans les 
domaines d’intégration ] 0 ,x[,]x, 2 /[ et ]y, 1 [. Puisque LG{^x){t) = 0 presque 
partout, et les conditions au bord sont remplies pour t = 0 et t = 1 , on tire 

0 = f 1 ( G(t , x)LG(-> y)(t) - G{t , y)LG{-, x)(t)) dt 
J o 

= -p(y)[G'(y+,y)G(y,x) - G'(y,x)G(y,y)] 

+p(y)[G'(y-, y)G{y, x) - G'{y, x)G(y, y)} 

-p(x)[G'(x, y)G(y, x) - G'(x+,x)G(x, y)] 
+p(x)[G'(x,y)G(y,x) - G > (x-,x)G(x,x)] 

= G(y,x)-G(x,y), 

donc G(y,x) = G(x,y). 


A. Nombres ordinaux 
Solutions des exercices (pages 213-214) 

Exercice A.l. Montrer que, pour tout ensemble A d’ordinaux, 

(a) il existe l’ordinal supA, 

(b) si tout a G A est limite, alors sup A est limite. 

Solution. Puisque {/3 G Ord : /? < a} est un ensemble pour tout o G A, 

Punion B := U aGi4 {P G Ord : p < a} est un ensemble d’après l’axiome de 

l’union. Selon l’axiome de la puissance, 2 B est un ensemble (de toutes les 

parties de B) et, en vertu du théorème 1.5.7 de Cantor, cardÆ < card( 2 5 ). 

Ainsi il existe un ordinal 7 0 tel que a < 7 0 pour tout a G A. L’ensemble 

{7 G Ord : V a < 7 < 7 0 } est bien ordonné, donc possède le plus petit 
a€A 

élément, c’est-à-dire sup A. 

(b) Si sup A n’est pas limite, alors il existe 7 tel que 7 H-1 = sup A. En 
particulier, 7 < sup A, donc il existe a G A tel que 7 < a < sup A. Ainsi a 
n’est pas limite. 

Exercice A.2. Montrer que si a < /?, alors il existe un unique ordinal 7 
tel que a -f- 7 = /?. 

Solution. L’ensemble {£ : ol + £ < /?} est isomorphe à un unique ordinal 7 , 
donc a + 7 — fi. 
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Exercice A.3. Soit a, (3 ,7 ordinaux. Montrer que 

(a) si a < /?, alors 7 + a < 7 + /?, 

(b) si a < /?, alors a + 7 < /? + 7 , 

(c) a + P = sup£ <j8 (a + 0 , 

(d) w = sup^ <w (£ + w) < a> + oj, 

(e) si a < /?, alors 7 a < 7 /?, 

(f) si a < /?, alors orf < ^ 7 . 

Solution, (a) Puisque a est isomorphe à un segment initial de /?, d’après la 
définition de la somme, 7 -f- a est isomorphe à un segment initial de 7 H- /?. 

(b) D’après la définition de la somme. 

(c) Selon (a), si £ < /?, alors a + £ < a + /?, donc sup£ </? (a + 0 < a + /?. 
D’autre part, si 7 < a-|-/?, alors il existe un ordinal £ isomorphe à un segment 
initial de /? tel que a + £ = 7 , donc 7 < sup^ <)0 (a + £). 

(d) Si £ < cj alors £ + uj = uj. En effet, si 7 < £ + a;, alors il existe 0 < u> 
tel que 7 = £ + 0, donc 7 < u. Donc sup^ <w (£ + uj) = sup^ <w a; = v. 

(e) Si a < /?, alors /? — a > 0 , donc 7 /? = 7 a + 7 (/? — a) > 7 a d’après 

(a). 

(f) D’après la définition du produit. 

Exercice A.4. Montrer que tout ordinal a est de la forme ao -f- n, où ao 
est un ordinal limite et n est naturel. 

Solution. En vertu de l’exercice A.l (b), l’ensemble ao := sup {7 G Ord : 
7 < a, 7 limite} est un ordinal limite. Alors ou a = ao et n = 0 , ou bien 
il n’existe pas d’ordinaux limites 7 tels que ao < 7 < a. Par conséquent, 
n := a — ao < u>o, donc a = ao + n, où ao est un ordinal limite et n est 
naturel. 

Exercice A.5. 

(a) Parmi les ordinaux suivants, quels sont ceux qui sont indécomposables : 
ordinaux finis, u,u+ 1 ,u; w ,u; wU \ 

(b) Montrer que tout ordinal-cardinal 7 est indécomposable. 

(c) Montrer qu y un ordinal 7 est indécomposable si et seulement si a +7 = 7 
pour tout a < 7 . 

(d) Pour tout ordinal a il existe un choix unique de n < u 9 ao > ai > ..., a n 
ordinaux indécomposables, et mo,...,m n < uj tels que a = aomo + 
airai + ... + a n m n . 


Solution, (a) Bien évidemment, u;+l est décomposable et u; est indécompos¬ 
able, car si a,/? < u; alors a + ] 8 <w. Aussi sont indécomposables. 

En effet, si a, fi < u; w = sup n<w u; n , alors il existe n, m < u tels que a < u n 
et fi < a; m , donc, selon l’exercice A.3 (a), a + fi < u) n +u) m < a; n+rn+1 < u ; w . 
De la manière analogue, si a,/? < a; wW , alors il existe a',/?' < atels que 
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a < u) a ' et fi < , donc, d’après le raisonnement précédent, a! + fi' < u; w , 

et par conséquent, a + fi < u*' + < u> a '+P' +1 < 

(b) Si a, fi < 7 alors card a, card/? < card 7 , donc carda + card/? = 
max(card a, card fi) < card 7 et, par conséquent, a + fi < 7 . 

(c) Si a + 7 = 7 alors fi < 7 implique a + /?<a + 7 = 7 . S’il existe 
a < 7 avec 7 < a + 7 , alors il existe fi < 7 tel que 7 = a + /?. 

(d) Si a est indécomposable, alors n = 0, a = ao et mo = 1. 

Sinon, soit ao le plus grand ordinal indécomposable inférieur à a. En 
effet, A := {7 G Ord/ : 7 < a} n’est pas vide car 0 G Ord/ et ao := sup A 
est indécomposable, car si £, £ < ao, alors il existe 7 G A avec £, £ < 7 < ao> 
donc £ + C < 7 < a o- H existe le plus grand mo < eu tel que aomo < a, 
sinon aou>o = sup {aom : m < eu} < a, mais aou>o est indécomposable (si 
£,£ < aou>o> alors il existe m tels £, £ < aom, donc £ + £ < Oio(2m) < aou>o)- 
Ou aomo = a ou aomo est un segment initial de a, donc il existe 5 < ao tels 
que a = aomo H- 5. Ainsi on obtient les suites évoquées dans le théorème tel 
que aomo + aimi H-... H- a n m n < a. Mais une suite descendante d’ordinaux 
est finie, donc il existe n < u tels que a = aomo + aimi + ... H- a n m n . 

Exercice A. 6 . Montrer que tout ordinal-cardinal infini est limite. 

Solution. Si 7 n’est pas limite, alors il existe 5 tel que 5+1 = 7 . Si 7 est infini, 
alors 5 est infini, donc, selon le théorème A.5. 6 , card 5 = card 5+ 1 = card 7 , 
ainsi 7 n’est pas cardinal. 

Exercice A.7. Montrer que la classe de tous les ordinaux n’est pas un 
ensemble. 

Solution. Puisque Ord est bien ordonné, s’il était un ensemble, alors il 
existerait un ordinal 7 isomorphe à son type d’ordre. Par conséquent, 7 £ 
Ord. 

Exercice A. 8 . Montrer que la topologie canonique de (coo + 1 ) x (coi + 1) \ 

{(wo.wi)} 

(a) est régulière, 

(b) mais n’est pas normale. 

Solution, (a) D’après l’exercice III.27, les espaces topologiques ojo + 1 et 
uji + 1 sont normaux, donc réguliers. Or, d’après l’exercice III.28, le produit 
(cuo + 1 ) x + 1 ) est régulier ainsi que tout son sous-espace, en particulier, 

(u;o + 1) x (k>i + 1) \ {(wo.wi)} • 

(b) Les parties {u>o} x <*>1 et x {^ 1 } sont fermées disjointes. Soit 
Oo,Oi deux parties ouvertes telles que {o>o} x oj\ C Oo et uo x {u;i} C 0\. 
Pour tout n < wq il existe £ n < tel que {n} x {£ : £ n < £ < oq} C 0\. 
Donc il existe 9 tel que sup n<wo £ n < 9 < Il existe ne < ojo tel que 
{n:n$ <n< u;o} x {9} C Oo. Mais ( n $, 9) G Oo fl Oi, ce qui montre que la 
topologie n’est pas normale. 
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Exercice A.9. Montrer que (a) cl - 1 est idempotent, (b) cl - 1 est l'opérateur 
de fermeture pour la topologie radiale, (c) si 7 < alors cl^ n'est pas 
idempotent. 

Solution, (a) Si x G cl - 1 D , alors il existe une suite croissante (a n ) n d’ordi¬ 
naux et une suite ( x n ) n telles que a n < 0 JiyX n G cl£ n D et x = limn-^ooXn. 
Donc a := sup n<wo a n +1 < u>i et x G cl o ((J n<U)0 cl“ n D) = cl" D. Il s’ensuit 
que 

d%'D = \J cl" D, 

donc cl - 1 cl - 1 D = cl - 1 D. 

(b) Pour tout a G Ord, l’opérateur cl£ a toutes les propriétés de fer¬ 
meture topologique, sauf l’idempotence. Une partie D est fermée pour la 
topologie radiale si et seulement si cl a D C D, ce qui entraîne, par récur¬ 
rence, que cl - 1 D C D, donc cl - 1 D = D. 

(c) D’après l’exemple A.4.2, il existe une partie A de R 2 telle que (0,0) G 
int a A \ int a int a A. Soit D := R 2 \ A. Donc (0,0) G cl a cl a D \ cl a D, plus 
précisément, 

D = {(r, s) G R 2 : r > 0, s > y/r} . 

Ceci est également vrai, pour D t := D fl B-{ y t) pour tout t > 0. 

Soit 7 < cji. Supposons que pour tout 5 < 7 , il existe une partie bornée 
D$ de D telle que ( 0 , 0 ) G cl£ D$ \ Ua <<5 c ^a As- Comme 7 est dénombrable, 
il existe une suite croissante ( 5 n )n<w telle que sup n<w ( 5 n H- 1 ) = 7 . 

Soit (s n ) n une suite strictement décroissante de réels avec 0 = lim n _ >00 s n . 
En utilisant des homothéties, translations et rotations, si nécessaire, nous 
trouvons une suite ( Ds n ) n de parties de D, disjointes deux à deux, telles que 

( 0 , s n ) G cla” D$ n \ U a<( 5 n °lo D& n . 

Soit D 7 := Un<w As n - On constate que si À < 5 n H- 1 , alors ( 0 , s n ) £ cl* D 7 , 
donc ( 0 , 0 ) £ cl* D 7 , car toute semi-droite à sommet en ( 0 , 0 ), a un segment 
initial disjoint de D, donc de D 7 . D’autre part, 

(0,0) G cl a {(0, s n ) : n < u>} C cl^ D 7 . 

B. Espaces topologiques compacts 
Solutions des exercices (pages 234-237) 

Exercice B.l. Montrer que 

(a) A** = A } 

(b) A#c A* } 

(c) A&= A* si et seulement si A est isotone. 

Solution, (a) Selon la définition, H G A** = (A*)* si et seulement si X\H £ 
A* y c’est-à-dire si H = X \ (X \ H) G A. 

(b) Si H £ A*, c’est-à-dire H c G A , alors H £ A# y car H fl H c = 0 . 
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(c) Si A est isotone et H £ A alors il existe A G A tel que An H = 0, 
c’est-à-dire A C H c y donc H c G A , ainsi, H £ A*. Si A n’est pas isotone, 
alors il existe A G A et B A tels que A C B, donc B c G A*, mais 
AnB c cAnA c = 0 y prouvant que B c £ A #. 

Exercice B.2. Une famille A est une grille d’un filtre si et seulement si 
Ao U Ai G A implique Ao G A ou A\ G A. 

Solution. Soit F un filtre A = F#. Si Ao, A\ £ A, alors il existe Fo, F\ G F 
tels que Ao fl Fo = Ai fl F\ = 0, donc (Ao U Ai) fl (Fo fl Fi) = 0. Puisque 
FoflFi G F, la grille A ne contient pas AqU Ai. Réciproquement, si A vérifie 
la condition et Fo,Fi G A#, alors £ A ## = A, donc F§ U Ff ^ A. 

Selon l’exercice B.l, il s’ensuit que Fo fl Fi G A* = A#, car A est isotone. 

Exercice B.3. Soit A une famille isotone de parties d’un ensemble X et 
f : X -» R. Montrer que 

SU P HeA# tâxeH f(x) = inî AeA snp xeA f(x ), 
sup AeA inf *eA f(x) = inftf G . 4 # sup xeH f(x ). 


Solution. Soit r < sup# G ^# inf xe H /(#)• H s’ensuit qu’il existe H G A# 
tel que r < /(x) pour tout x e H. Or, A D H ^ 0 pour A G A, donc 
r < swp xeA f(x) pour A G A, donc r < inf^e.* sup æGi4 /(x). 

Si r > sup HeA # inî xe H /(#)> alors il existe s < r telle que s > inf xe n f(x) 
pour tout H G A#. Donc pour tout H G A# il existe xh G H tel que s > 
f(xn)- Si Ao := {xh : H G A#}, alors r > s> sup æGi 4 0 . Or Ao G A## = A, 
car A est isotone et, par conséquent, r > inf>^.4 sup æGi 4 f(x). 

La seconde égalité est la conséquence immédiate de A## = A. 

Exercice B.4. Montrer que 

(a) si X est infini, alors Sx '= {X \ A : A c X,card A < 00 } est un filtre 
libre sur X, 

(b) si X est dénombrable infini , alors le filtre cofini de X est le filtre engendré 
par (x n ) n , où (x n ) n est une suite libre arbitraire telle que 
X = {x n : n G N}, 

(c) tout filtre libre sur X est plus fin que le filtre cofini de X, 

(d) une famille T est dite un filtre dégénéré si elle vérifie (B. 2) et (B.3) y mais 
pas (B.l). Un filtre T sur X est dégénéré si et seulement si T = 2 X , 

(e) pour tout filtre T sur X y il existe une paire unique de filtres F°,F # 
(possiblement dégénérés) telle que F° est libre, T* est principal y et 

(décomposition) F = F° A T* et F° V T* — 2 X , 

(f) si U est un ultrafiltre sur X y alors U est libre ou bien il existe x G X tel 
que U = {U C X : x E U}. 

Solution, (a) Si X est infini, alors X \ A ^ 0 pour toute partie finie de X y 
donc 0 £ Sx . Si Fq,Fi G Sx , alors Aq := X \ Eq et Ai := X \ E\ sont 
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finies, donc Eo fl E\ = (X \ Ao) fl (X \ Ai) = X \ (Ao U Ai) G Sx • Si E G Sx 
et G D F, alors X \ E est finie est inclut X \ G, donc G G S x . Enfin si 
x G ker(£ æ ), alors X \ {x} G S Xi ce qui est une contradiction. 

(b) Soit X dénombrable (infini) et ( x n ) n une suite libre surjective. Alors 
X \ {xk : k>n} est finie pour tout n, donc { x & : k > ri) G Sx- Réciproque¬ 
ment, si E G Sx y alors {n : x n £ E} est finie. Si no := max{n : x n £ E }, 
alors E C {x n : n > no }, ainsi {x n : n > no} G Sx . 

(c) Si T est un filtre libre sur X , alors a: ^ ker(F) pour tout x e X, 
c’est-à-dire {x} ^ F#, donc X \ {x} G J 7 . En conséquence, X \ A G T pour 
toute partie finie de X> ce qui prouve que Sx C T. 

(d) 0 G J 7 si et seulement si F G J 7 pour tout F C X à, cause de (B.3). 

(e) Soit F* le filtre principal (possiblement dégénéré), dont le noyau est 
F. := ker T = PIf^f-^* Alors 

F° = {F\F.:FeF} 

est libre (possiblement dégénéré). Puisque les éléments de F° AF* sont de 
la forme F U if, où F G J 70 et if G F # , alors F = F° A F # . D’autre part, 
(X \ F # ) fl F # = 0, donc F° V F * est dégénéré. 

Si {W C X : A C VT} est un filtre principal plus fin que F, alors A C F # , 
donc F V A c est libre si et seulement si A = F # , ce qui montre l’unicité de la 
décomposition. 

(f) Si un ultrafiltre U sur X n’est pas libre, alors il existe x G X tel que 
{x} G U# = Uy c’est-à-dire {W C X : x G W}. 

Exercice B.5. Soit F un filtre sur X. On note fi{F) l’ensemble des ultra- 
filtres U tels que F <U. Montrer que 

(a) F — OueptJ 7 ) 

(b) ^ # = Uw)W. 

Solution, (a) Comme F <U équivaut à F C U (pour les familles isotones), 
F C r\uep(T)M- Réciproquement, si H £ F> alors H c G F#, donc FVH C 
est un filtre (non dégénéré). Bien entendu, F V H c est plus fin que F et 
H c G F V H c . Donc il existe un ultrafiltre U plus fin que F V H c . Ainsi 
U G fi (F) et H c G U y donc H =U. 

(b) D’après (a), F* = (f| uep(r) U )*- Or H e (f| uep(r) U )* si et seule - 
ment si H c £ H uePiJ 7 )^' c’est-à-dire il existe U G fi(F) tel que H c £ U y de 
façon équivalente, H € U. 

Exercice B.6. Montrer l’équivalence des propositions suivantes : 

(a) X est dénombrablement compact, 

(b) pour tout filtre F à base dénombrable AdhF := n * e5 ^ P as 

(c) pour toute suite ( x n ) n d’éléments de X, l’adhérence adh n _^oo^n n’est 
pas vide. 
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Solution, (a) => (b) : Supposons qu’il existe un filtre T tel que Adh T = 0. 
Si B est une base de T y alors Adh J 7 = H BeB c ^B- En particulier, si B 
une base dénombrable de J 7 , alors CÏBeB^B = 0, de façon équivalente, 
U BeB(X \ c ^) = X c’est-à-dire {X \ cl B : B e B} est un recouvrement 
dénombrable de X par des ouverts, donc il existe une sous-famille finie Bq 
de B telle que UbgÆo \ cl 5) = X, ce qui veut dire que 

0 = 0 dB Dp) B G JF, 

en contradiction avec (B.l). 

(b) => (c) : Si ( x n ) n est une suite d’éléments de X , alors 

{{%k : k > n} : n G N} 

est une base dénombrable de filtre, donc, d’après (b), 

0 ^ n„ eN cl i x k-k>n} = adhn-^oo x n . 

(c) => (a) : Si X n’est pas dénombrablement compact, alors il existe 
une suite croissante d’ouverts ( O n ) n telle que UneN O n = X et O n ^ X pour 
tout ne N. Donc pour tout n il existe x n £ O n . Donc {xk : k > n}flO n = 0, 
ainsi cl {xk : k>n} fl O n = 0. Par conséquent, 

adhn^oo x n = P| ngN cl {x k : k > n} n (J O n = 0. 

Exercice B.7. Montrer qu’un espace topologique séparé X est dénombra¬ 
blement compact si et seulement si toute partie infinie A de X admet un 
point d’accumulation. 

Solution. Si A est une partie infinie de X sans point d’accumulation, alors 
x £ cl (A \ {x}) pour tout x e A y donc il existe un voisinage V de x tel que 

V C\ A = {x} , autrement dit, A est une partie discrète de X. Par conséquent, 
toute partie de A est discrète dans X, donc fermée. Comme A est infinie, il 
existe une suite injective ( x n ) n d’éléments de A. Ainsi 

adhn-^oo x n = P| neN cl {x k : k > n) = P) neN { x k-k>n} = 0, 

donc X n’est pas dénombrablement compact d’après l’exercice B.6. 

Réciproquement, s’il existe une suite (x n ) n d’éléments de X telle que 
adh n ^oo x n = 0, alors pour tout x e X, il existe n G N et un voisinage 

V de x tels que {xk : k>n} C\V = 0. En particulier, {xk : k G N} est 
infinie. Puisque X est séparé, {xo,xi,... y x n } est fermée, donc il existe un 
voisinage W de x tel que W fl {xo,xi,... ,x n } C {x} et par conséquent 

V fl W fl {xk : k G N} = 0, c’est-à-dire {xk : k G N} n’admet pas de points 
d’accumulation. 

Exercice B.8. Montrer que {a G Ord : a < ui} est séquentiellement com¬ 
pacty mais pas compact 
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Solution. Si (a n ) n est une suite dans {a G Ord : a < u \}, alors 

Ooo := infneN SU P i a k '• k>n} < sup {ak : k G N} < u>i, 

car la borne supérieure d’une quantité dénombrable de nombres dénom¬ 
brables est dénombrable. Puisque l’espace est bien ordonné, l’infimum dans 
la formule ci-dessus est un minimum. 

Ainsi il existe n G N tel que sup {<**; : k > n} = a et par conséquent, 
pour tout a < Ooo il existe k a >n tel que a < ajc a < Ooo, donc ( a n ) n admet 
une suite extraite convergente. D’autre part, {a G Ord : a < n’est pas 
compact, car il n’est pas fermé dans l’espace séparé {a G Ord : a < oq}. 

Exercice B.9. Montrer que 

(a) l’image d’un espace dénombrablement compact par une application conti¬ 
nue est dénombrablement compacte, 

(b) tout espace compact est dénombrablement compact , 

(c) tout espace séquentiellement compact est dénombrablement compact, 

(d) il existe un espace dénombrablement compact qui ne soit ni compact ni 
séquentiellement compact , 

(e) tout espace dénombrablement compact et séquentiel est séquentiellement 
compact, 

(f) tout espace métrisable dénombrablement compact est compact, 

(g) il existe X,Y dénombrablement compacts tels que X x Y n’est pas 
dénombrablement compact 

Solution, (a) Soit / : X -» Y et ( O n ) n une suite croissante d’ouverts telle 
que f(X) = U„ € n °n- Alors 

*=r 1 </(*»=U,® 

et puisque X est dénombrablement compact, il existe n G N tel que X = 
f~HOn), donc f(X) = fif-HOn)) COnC f(X). 

(b) Conséquence immédiate des définitions. 

(c) Si ( x n ) n est une suite dans un espace topologique, alors Lim^oo x Uk C 
adh n _^oo^n pour toute suite ( nk) k qui tend vers oo. 

(d) Voir l’exemple B.5.1. 

(e) Soit ( x n ) n une suite de termes distincts dans X. Comme X est 
dénombrablement compact, il existe x G adh^oo ap¬ 
posons A = {x n : n G N}. Bien sûr, x G cl (A \ {x}), donc A \ {x} n’est 

pas fermé. Puisque X est séquentiel, il existe une suite (wk)k sur A \ {x} 
convergeant vers w £ A\{a:}. Par conséquent wk = x nk et (n*.) tend vers oo. 
Sinon il existerait une suite extraite (u)k m )m sur {xo, - - - >ap 0 }, ce qui n’est 
pas possible car lirn m ^ m ^ A. Il résulte que ( x nk )k est convergente. 

(f) Voir le théorème V.2.3. 

(g) Si A est une partie infinie de N, alors A avec sa topologie discrète est 
homéomorphe à N (avec la topologie discrète). Donc P(A) C /3N et fî(A) est 
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homéomorphe à /?N. Par conséquent, d’après le lemme B.6.5, card(/L4) = 
card(/?N) = 2 e > c. 

Pour toute partie dénombrable infinie A de /3N , soit a(A) G A d , l’en¬ 
semble des points d’accumulation de A. On construit une suite transfinie 
(A 7 ) 7<ÜJl de parties de /3N : Ao := N, et pour 0 < S < 

* : = U,<»^ u : B 6 [U 1<t A]" 0 }- 

Par conséquent, X := (J 7<W1 ^7 es ^ dénombrablement compact d’après 
l’exercice B.7. La cardinalité de A 7 ne dépasse pas c. Effectivement, ceci est 
vrai pour 7 = 0 , et pour 7 > 0 , par récurrence, card(Ay) < Ho* c+(Ho*c)^° = 
c. Donc card(X) < Hy c = c. 

On pose Y := fiN \ X U N et on constate que Y est dénombrable¬ 
ment compact, car pour toute partie infinie dénombrable A de Y, l’ensemble 
card(A d ) > c, donc A d \X ^ 0 e t, par conséquent, A d fl Y ^ 0, ce qui veut 
dire que toute partie infinie dénombrable de y a un point d’accumulation 
(dans Y). 

Le produit X x Y n’est pas dénombrablement compact, car il inclut une 
partie {(n,n) : n G N} sans point d’accumulation. Effectivement, si (x,y) 
était un tel point, alors il existerait un ultrafiltre U sur {(n, n) : n G N} 
convergeant vers (x,y) dans X x Y C /?N x /?N. Les images 7 rx(W) et 7 ry(W) 
sont des copies de même ultrafiltre libre p, donc x = y = p ; mais x G X \ N 
et y G y \ N et (X \ N) fl (X \ N) = 0, une contradiction. 

Exercice B. 10. Montrer que tout espace compact séparé est localement 
compact 

Solution. Soit X un espace compact séparé, xq G X et O un voisinage 
ouvert de xo• Comme X est séparé, pour tout x £ O il existe un voisinage 
V x de xq et W x de x tels que V x fl W x = 0. Puisque X \ O est fermée dans 
X , donc une partie compacte de X, il existe une partie finie F de X \ O telle 
que X \ O C \J xeF W x . Par conséquent, 

0 = fl ^ n U 

donc X \ UæeF est un voisinage compact de xo inclus dans O. 

Exercice B. 11. Montrer que 

(a) la compactification dAlexandrov d y un espace localement compact séparé 
est un espace compact séparé, 

(b) si X est discret, alors sa compactification d y Alexandrov est la topologie 
cofinie autour de 00 de X U {00}. 

Solution, (a) X U {00} est séparé, car X est séparé et pour tout x G X 
il existe un voisinage compact K de x dans X , ainsi (X \ K) U {00} est 
un voisinage de 00 disjoint de K. Pour montrer la compacité de X U {00}, 
prenons un recouvrement ouvert V de X U {00} . Alors il existe Pqo G V tel 
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que Pqo soit un voisinage de oo et, par conséquent, il existe un compact K 
de X tel que X\K c Pqo- Ainsi K C UpgP\{Poo} donc il existe une partie 
finie Po de V \ {Pqo} telle que K C UpePo ^ s>ensu ^ Que {Pqo} U Vq est 
un sous-recouvrement fini de V . 

(b) En effet, toute partie compacte d’un espace discret est finie. 

Exercice B. 12. Montrer que A := {A p : p premier} est indépendante pour 
tout nombre premier p , où A p := {n G N : p \n} . 

Solution. Si pi,P2,---,Pm sont des nombres premiers et hi, / 12 , • • • > h m G 
{0,1}, alors IlfcLi Pk k est divisible par tout pk pour lequel = 1 et n’est 
pas divisible par p^ pour lequel hk = 0 en vertu du théorème de Gaufl^. 
Par conséquent, fl^P^ e f|™=i A p k k - 

Exercice B.13. Montrer que 

(a) si A est fini , alors P(A) = {P({x}) : x G A}, 

(b) fio(Ao) = fio(Ai) si et seulement si (Ao \ Ai) fl (Ai \ Ao) est fini , c’est- 
à-dire Ao,Ai sont presque égaux , 

(c) Pq(Ao) C /? 0 (Ai) si et seulement si Ao \ Ai est fini, c’est-à-dire Ao est 
presque inclus dans Ai, 

(d) si (A n ) n est une suite décroissante de parties infinies de N telle que 
A n \ A n +1 est infini, alors il existe une partie infinie Aqq de N telle que 
^o(^oo) ^ nneN^o(^w) Ct Pq (A n ) \ ^o(Aqo) ^ 0 > 

(e) x( x ) > ^0 dans fiN pour tout x G /? 0 (N), 

(f) il n’existe pas de base dénombrable d’ouverts de fi N. 

Solution, (a) Si U est un ultrafiltre et AgW, alors par récurrence à partir 
de (B.6), il existe a: G A tel que {x} G U . 

(b) Si Ao \ Ai est infinie, alors il existe un ultrafiltre libre U tel que 

Ao \ Ai G W, donc Ao G U et Ai ^ W, donc Pq(Ao) \ ^ 0 - Le même 

raisonnement si Ai \ Ao est infinie. 

(c) Nous avons vu que si Ao \ Ai est infinie, alors /? 0 (Ao) \ Po{A{) ^ 0 - 
Maintenant, si Ao \ Ai est finie et U G /? 0 (Ao), alors Ao \ Ai ^ U car U est 
libre. D’autre part, Ai U (Ao \ Ai) D Ao G W, donc Ai G W, grâce à (B.6). 

(d) Si a n G A n \ A n +i et A 0 0 := { a & : k G N}, alors A 00 \ A n est fini 
pour tout n, donc /? 0 (Aoo) C PlneN A)(^n) selon (c). D’autre part /? 0 (A n ) \ 
^o(Aqo) ^ 0 , car A n \ A^ est infini (pour tout n). 

(e) Soit (B n ) n une suite décroissante de voisinages de x dans f3N tel que 
x G /3 0 (N). Donc il existe une suite (A n ) n de parties infinies de N telle que 
B n = p (A n ) et A n +i \ A n soit finie. Selon la proposition 1.4.9, il existe une 
partie infinie A^ telle que /3 0 (Aoo) C f)neN *®n» niais B n \ p 0 (Aoo). 

(f) Le poids d’un espace topologique n’est pas strictement plus petit que 
le caractère. 


4. Si c divise ab et c et a sont premiers entre eux, alors c divise b. 
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Exercice B. 14. Soit fi 0 N := fiN \ N munie de la topologie héritée de fiN. 
Montrer que /3 0 N est compact non séparable, de cardinalité 2 e et de poids c. 

Solution. Puisque tous les éléments de N sont isolés pour la topologie de 
Stone, N est ouvert dans /?N, donc fi 0 N est compact en tant qu’une partie 
fermée d’un espace compact /?N. La cardinalité de fî 0 N est la même que celle 
de /?N, car card (/?N) = card (/? 0 N) + card (N) = card (/? 0 N) • 

Soit A une famille presque disjointe maximale de parties de N telle que 
card.4 = c. Alors {/3 0 A : A G A} est une famille d’ouverts de fi 0 N disjoints 
deux à deux. Alors si B est une base d’ouverts de /? 0 N, alors pour tout A G A 
il existe B a £ B tel que B a C (3 0 A. Or Ao ^ A\ implique que Ba 0 ^Ba x = 0, 
donc card .4 < card B. D’autre part, si V est une base d’ouverts de /?N, alors 
Bt> := {D \ N : D G V} est une base d’ouverts de et card Bp < card V. 

Raisonnant par absurde, supposons que {p n : n G N} est une partie dense 
de /? 0 N. Soit p £ {p n : n G N}. Alors pour tout n G N il existe un ouvert 
fermé V n tel que p G V n et p n £ V n . Ainsi W n := Hoc JKn ^ est une su ^ e 
décroissante de parties ouvertes fermées non vides. Alors int/ 3 0 (p| nGN W n ) 
n’est pas vide et disjointe de cl^ {p n : n G N} . 

En effet, il existe une suite ( A n ) n de parties infinies de N telle que 4 n +i \ 
A n est finie /? 0 A n = W n pour tout n. Or, d’après la proposition 1.4.9, il existe 
une partie infinie Aqq de N telle que Aqq \ A n est finie pour tout n, donc 
P 0 Aoo C (3 0 A n pour tout n. 

Exercice B. 15. Montrer que si F, K sont deux fermés disjoints d } un espace 
complètement régulier et K est compact alors il existe f G C(X , [0, 11) telle 
que f(F) = { 0} et f(K) = { 1} . 

Solution. Puisque l’espace est complètement régulier, pour tout x e K 
il existe f x G C{X y [0,1]) telle que f x {F) = {0} et f x {x) = 2. Ainsi K c 
U xeK ifx > !}• Comme K est compact, il existe une partie finie A de K telle 
que K C \J xeA {fx > 1} • La fonction f(x) := min (1, ma x{f y (x) : y G A}) 
est continue, f{K) = {1} et f(F) = {0}. 

Exercice B. 16. Montrer que 

(a) toute union finie de parties fonctionnellement fermées est fonctionnelle¬ 
ment fermée , 

(b) toute intersection dénombrable de parties fonctionnellement fermées est 
fonctionnellement fermée. 

Solution, (a) Soit F \,..., F n parties fonctionnellement fermées de X et 
/i,..., f n G C ( X , R) telles que F*. = fjf 1 (0) pour 1 < k < n. Alors F\ U 
... U F n = {x G X : mini < k < n |/*| (x) = 0}. 

(b) Si (F n ) n est une suite de parties fonctionnellement fermées de X , 
alors il existe une suite ( f n ) n de fonctions continues sur X à valeurs dans 
[0,1] telles que F n = /“ 1 (0) pour tout n G N. La fonction 

oo 1 
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est continue comme la limites uniforme de fonctions continue. D’autre part, 
f(x) = 0 si et seulement si / n (x) = 0 pour tout n G N, donc 

est fonctionnellement fermée. Bien sûr, dans le cas d’une intersection dénom¬ 
brable finie de cardinalité iV, il suffit de poser Fjsf+k := 0 et /jv+*.(a;) := 1 
pour tout k G N et x e X. 

Exercice B. 17. Montrer que si X est un espace séparé localement compact , 
alors la compactification d’Alexandrov de X est la plus petite de toutes les 
compactifications de X. 

Solution. Soit Y une compactification de X et XU{oo} sa compactification 
d’Alexandrov. Soit / : Y -» X U {oo} définie par f (x) := x pour x e X et 
f(y) := oo si y G Y \X. 

Il suffit de prouver que / est continue en y pour tout y e Y \ X. Si V 
est un voisinage de f(y) = oo, alors il existe un compact K de X tel que 
X \ K U {oo} est un voisinage de oo inclus dans V. Puisque K C X C Y, 
la partie K est également compacte dans Y, donc fermée dans Y , car Y est 
séparé. Ainsi Y \ K est ouvert, contient y et / {Y \ K) C X \ K U {oo} C V. 

C. Métrisation 

Solutions des exercices (pages 253-253) 

Exercice C.l. Soit H une famille de fonctions réelles. Montrer que 
{SUP/ÆW h > 0} = (J^ {h > 0}, 
card H < oo => {min/^ h > 0} = P| {h > 0}. 

Solution. En effet, sup/^ h{x) > 0 si et seulement s’il existe h e H tel 
que h(x) > 0. D’autre part, si H est fini alors min heu h(x) > 0 équivaut à 
h(x) > 0 pour tout h e H. 

Exercice C.2. Si A est une famille localement finie d y un espace topologique 
X y alors 

cl(l I A) cil cl A 

Solution. Si a: G cldJ^^A), alors, selon la définition, il existe un voisi¬ 
nage ouvert V de x tel que Ay ~ {A e A : A fl V ^ 0} est finie. Ainsi 
V fl cl(U AeA\Ay A) = V fl (LUe.AVAv' A) = 0, donc x G A) = 

U AeA v car Av est finie. En conséquence, il existe A G Ay C A tel que 
x G clA\J AeA clA. 

Exercice C.3. Montrer qu’un espace topologique séparé X est normal si et 
seulement si tout recouvrement ouvert fini de X admet une partition finie de 
l’unité qui le raffine. 
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Solution. Si AT est normal, alors procédons par récurrence sur la cardinalité 
de recouvrement. Si n = 1, alors {X} est un recouvrement ouvert de X de 
cardinalité 1. Si n = 2, alors soit C/q> deux ouverts tels que Uo U EA = X, 
c’est-à-dire X \ Uo et X \ EA sont fermés disjoints. Selon le lemme III.6.1 de 
Urysohn, il existe / G C(X , [0,1]) telle que X \ Uq C / _1 (0) et X \ EA C 
/ _1 (1), de manière équivalente, {/ > 0} C Uo et {1 — / > 0} C EA> c’est-à- 
dire {/, 1 — /} est une partition de l’unité raffinant {E/o, EA}. 

Supposons que la condition soit remplie pour les recouvrements de car¬ 
dinalité n et soit { Uo , EA,..., U n -i>U n } un recouvrement ouvert de X. Soit 
{<?o> 9i > • • • > 9n— i} une partition de l’unité raffinant {C/o, EA>..., t/ n -i U U n ) 
et soit {/io, /ii} une partition de l’unité raffinant {Uo U EA U ... U E/ n _i, U n } . 
Alors 

1 = (ho + /ii) ^ ~2 k=0 9k 

E n —2 

fc _ 0 (^°#fc) + (fco + h\)g n -1 + /ii^n» 

et, par conséquent, 

fk := Mfc, si 0 < k < n - 1, 

fn—l := (/i0 + /il)^n—1) 

/n := /il 9n 

est une partition de l’unité raffinant {E/o, EA,..., E/ n _i, U n } . 

Exercice C.4. Montrer que tout recouvrement ouvert d'un espace topolo¬ 
gique normal admet une partition bornée plus fine. 

Solution. Soit U un recouvrement ouvert d’un espace normal X. Si U G U 
et x G E/, alors il existe un voisinage V x de x tel que cl V x C U> car X est 
régulier. Ainsi {14 : x G 17, U G U) est un recouvrement ouvert raffinant U. 
Selon le lemme III.6.1 de Urysohn, pour tout U G U et x G E/, il existe une 
fonction continue / : X —> [0,1] telle que / (14) = {1} et / (X \ U) = {0} . 
Ainsi la famille de toutes ces fonctions / est une partition bornée sur X plus 
fine que U. 

Exercice C.5. Montrer que tout espace topologique régulier de Lindelôf est 
paracompact. 

Solution. Soit V un recouvrement ouvert d’un espace régulier de Lindelôf 
X. Donc pour tout a: G AT il existe P x G V tel que x G et d’après la 
régularité, un ouvert O x tel que x G O x C clO x C P x . Puisque X est de 
Lindelôf, il existe une suite ( x n ) n telle que UneN Ox n = AT. Ainsi 

Qn := Px n \ Ufc=i c ^Ox k 

est un recouvrement ouvert de AT. Effectivement, pour tout x il existe un 
plus petit n tel que x £ Px n > donc x £ Px k D cl 0 Xk pour tout k < n, et 
par conséquent x G Q n . Il est clair que { Q n : n <u>} est un raffinement de 
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V. Enfin, {Q n : n <u} est localement fini, car pour tout x il existe un plus 
petit n tel que x G 0 Xn et Q Xl n 0 Xn = 0 pour l > n. 

Exercice C.6. Soit X = [0,1] et J 7 = {1 - x,x) une partition de Vunité. 
Trouver la fragmentation J 7 ' de J 7 et la fragmentation J 7 " de J 7 '. 

Solution. Soit fo(x) = l-x,f\(x) = x pour x G [0,1]. D’après la définition 
(C.10), 

F = {^{ 0 }»^{ 1 }»^{ 0 , 1 }}» 

où 

¥> {0} (x) = max (0,1 — 2x ), = max(0, 2x — 1), 

¥>{ 0i i}(x) = 2 min (x, 1 - x) = min(2a:, 2 - 2x ). 




Abrégeons 0 := {0}, 1 := {1} et 2 := {0,1}. On considère 

F" = {^{0} > ^{1} ) ^{2} > ^{0,1} J ^{1,2} > ^{0,2} » ^{0,1,2} } • 

Selon la définition 

h {0] (x) = max(0,1 — 4x) , h^(x) = max(0,4a: - 3), 
h{ 2 }{x) = max(0, min (4x — 1,3 — 4x)), 

^{0,2}(x) = max(0, min (4x, 2 - 4x )), 

^{ 1 , 2 }(x) = max(0, min {4x - 2,4 - 4x)), 
h{o,ï}(x) = 0 = h [0X2 }(x). 

Exercice C.7. Montrer que si J 7 est une partition de l’unité, alors les 
1. J 7 '-étoiles des points de X forment un raffinement de JL J 7 . 

Solution. Soit a; G AT et soit T une partie finie de J 7 telle que x G {ipq- > 0}. 
Soit maintenant H C J 7 l’ensemble de h tels que h(x) = sup fçj?f(x). Alors 
<, Pu(x) > 0 et ipç(x) = 0 si G Ç H. On conclut que T-L C T, car si h G H \ T 
alors 

min ferf(x) < h(x) = sup feJ rf(x) = sup feT \ T f(x), 

donc ipr( x ) = Ainsi si ho G H C T alors ho(y) > car d j- Triv) > 0 P our 
tout y G {ip r > 0}. Ainsi {ho > 0} D |J {{^r > 0} : x G {ipq- > 0}} . 
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D. Espaces normés fonctionnels 
Solutions des exercices (pages 267-268) 

Exercice D.l. Montrer que 

(a) si f est positive et mesurable, alors il existe une suite croissante ( f n ) n 
de fonctions positives étagées telle que f(t) = lim^oo f n (t) pour tout 
te T, 

(b) si en plus H/H^ < oo, alors la convergence est uniforme presque partout. 

Solution. Si / : T -» R+ est SDT-mesurable, alors pour tout n G Ni, la 
fonction 

/»(*) ^-®(2 n min(/(t),2 n )), 

où E(r) désigne la partie entière de r, alors f n est simple. Selon la définition, 
fn(t) - 2 n si f(t) > 2” et f n (t) = ^ si ^ < /(f) < pour 0 < k < 4 n 

et ainsi / est mesurable, donc étagée. Si f(t) = oo, alors f n (t) = 2 n et 
ainsi lim n _>oo f n {t) = oo. Si 2 n > f(t ), alors 0 < f(t) - f n (t) < ^ , d’où 
lim^oo f n {t) = f{t). Il s’ensuit que si en plus H/H^ < oo, alors il existe 
E e 9DT telle que p(T\E) = 0 et Hm^oo swp teE \f(t) — f n (t) | = 0. 

Exercice D.2. Montrer que 

(a) la convergence en H-H^ est la convergence simple presque partout, 

(b) Ax>(aO es t complet. 

Solution, (a) Si lim n _>oo \\fn ~ f IL = °» et 

M n := {t:\fn(t)-m\>\\f n -f\\ 00 } 

pour tout n, alors p(M n ) = 0 et ainsi p(M) = 0, où M := (J n M n . Par consé¬ 
quent, sup* eT \ M I f n (t) - f(t)\ < Il f n - f lloo, c’est-à-dire (f n ) n converge vers 
/ uniformément, donc simplement, sur T \M. 

(b) Si (fn) n est de Cauchy dans Lqo(m) et 

A n ,m : = {t ' I fn(t) — fm(t)\ > || fn ~ /mlloo} 

A n •= {t : \fn(t)\ > ||/n|loo} > 

alors A := (J n A n U (J nm A n>m est de mesure nulle et ( fn(t))n est une suite 
de Cauchy dans R (ou C) pur tout t e T \ A. D’après la complétude de R 
(ou C), pour tout t e T \ A il existe f(t) telle que 

|/nW-/WI<ll/n-/|loo. 

Alors /oo définie par foo(t) := f(t) si t e T \ A et /»(£) := 0 si t e A, est 
bornée et mesurable, lim n _>oo ||/ n - /H^ = 0 et /«> G L^p). 

Exercice D.3. (Inégalité de Jensen) Soit (T, SPT,^) un espace mesuré avec 
p(T) = 1, / : T -» R est une fonction intégrable et : convT -» R est une 
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fonction convexe. Montrer que 

(*) ¥>(/ [ tpofdfj.. 

JT JT 

Solution. Selon Pexercice VIII.9, <p est continue dans l’intérieur de I := 
convT, donc tpo f est mesurable. Soit xo := $ T f dp,. Selon Pexercice VIII.9, 
pour tous x < xo < xi, 

<p(xo ) - <p(x) <p(xi) -<p(x 0 ) 

Xo — X ~ Xi — Xo 

Si a := sup æ<æn — v[ x ) > a } ors p Qur tous x < Xo < Xly 

u xo — x 

(Ç (xo) + a(xi - Xo) < tp (xi) et tp (xo) + a(x - xo) < y>(x), 
donc <p(x) > ip (xo) + a(x — xo) pour tout x G /, donc pour tout t G T, 

<P([ fdp)+a(f(t)- [ f dp) < ip(f(t)). 

JT JT 

En intégrant cette inégalité et tenant compte de Jrp 1 dp = 1, on obtient (*). 

Exercice D.4. (théorème de Luzin) Soit (T,SPT, p) un espace mesuré 
borelien, où T est complètement régulier et p est régulière. Si p ( E ) < oo et 
f : E —» R est mesurable, alors pour tout e > 0 il existe h G Ce (T, R) et un 
compact K tels que K C {h = /} et p (E \ K) < e. 

Montrer ce théorème progressivement pour les fonctions (a) caractéris¬ 
tiques, (b) étagées , (c) positives bornées, (d) positives, (e) réelles. 

Solution, (a) Puisque la mesure est régulière, pour tout e > 0 il existe 
un compact K et un ouvert O tels que K C E C O et p (O \ K) < e. 
D’après Pexercice B. 15, il existe h G C(T, [0,1]) telle que K C h~ x ( 1) et 
T \ O C /i _1 (0). Bien entendu, p({xe ^ M) < s et h < Xe- 

(b) Soit / = Ylk =i r kXE k une fonction étagée, où n < 7*2 < ... < r n 
et Ei, E 2 ,..., E n G 9DT sont disjoints deux à deux. Si pour tout 1 < k < n, 
la fonction h k G C(T, [0,1]) est telle que y ({xE k £ h}) < f et h k < XE k > 
alors 

h: = ELi rfe/ifc 

est continue, p ({/ ^ A}) < e et h < f. Plus précisément, il existe un com¬ 
pact K C {/ = h} tel que p(E\K) < e. 

(c) Soit / : T -» R+ mesurable bornée à support dans E. D’après Pexer¬ 

cice D.l, il existe une suite (fn ) ne ^ x de fonctions étagées à support dans 
E , convergeant uniformément vers /. Selon (b), pour tout n il existe h n G 
C(T , [0,1]) et un compact K n C {f n = h n } telle que p(E\ K n ) < . Ainsi 

^ donc (^ 7 i)^ converge unifoimement sur AT.— 
vers /. Par conséquent, / coïncide sur K avec une fonction continue (qu’on 
peut continûment prolonger sur T). 
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(d) Soit / : T -» R+ mesurable à support dans E. Soit 

E n := {t G T : f(t) > n}. 

Puisque Q ne ^E n = 0, alors lim^oo p (E n ) = 0. Ainsi pour tout e > 0 il 
existe n G N tel que p ( E n ) < e et / • Xe\e u est bornée. 

(e) Ceci découle de (d) appliquée aux parties positive et négative de /. 

Exercice D.5. Soit 1 < p < oo, T un espace localement compact et (T, ©, p) 
un espace borelien. Montrer que Vespace C c (T ) est dense dans L P (T). 

Solution. Si / G L P (T, R+), alors d’après l’exercice D.l, il existe ( f n ) n de 
fonctions étagées telle que 0 < f n < f telle que Hm^oo fn(t) = f(t). Ainsi 
f n G Lp(T,R+) et \f — f n \ p < / p , donc en vertu du théorème D.l.3 de 
Lebesgue de convergence dominée, lim^oo ||/ — f n \\ p = 0. Si g G L p (T, R+) 
est étagée, alors d’après l’exercice D.4, pour tout e > 0 il existe h G C (T, R+) 
telle que h < g et p({g ^ ft}) < s. En plus, on peut trouver une telle h à 
support compact, car T est localement compact. Ainsi \\g — h\\ p <2^yi p . 
Il suffit considérer les parties positive et négative de f E L P (T, R) pour 
conclure que C c (T ) est dense dans L P (T). 
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de Sierpinski, 49, 73 
de Sorgenfrey, 53, 60 
de Stone, 222 
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Cet ouvrage, utile aux étudiants en dernière année de Licence et en Master de mathéma¬ 
tiques, et autres filières scientifiques, présente dans un premier temps les faits fondamentaux 


sur les espaces métriques, vectoriels et normés, précédés d’une esquisse de la théorie des 


ensembles. Les principales classes des espaces métriques (séparables, compacts, complets, 
connexes et disconnexes) y sont traitées de façon détaillée. 

Le volume est conçu de telle sorte quon puisse limiter la lecture aux aspects métriques ou 
bien l’élargir aux concepts topologiques généraux. Les annexes sur les espaces topologiques 
compacts et sur la métrisation permettent un approfondissement ultérieur. De même, les 
chapitres traitant les faits essentiels sur les espaces normés et la théorie spectrale sont accom¬ 
pagnés d’une annexe approfondie consacrée aux espaces fonctionnels. 

La présentation est enrichie d’informations concises sur les origines et les développements 
récents des concepts. Plusieurs sujets sont abordés de manière originale : par exemple 
l’application des partitions aux caractérisations des espaces métrisables. 
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